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A modelação numérica via elementos finitos pode representar os contornos de 
um corpo d'água irregular de modo mais eficiente que modelos em diferenças finitas. 
Entretanto, os modelos em diferenças finitas são usualmente resolvidos através de 
algoritmos altamente eficientes, como por exemplo o ADI ("Alternate Direction 
Implicit'.'). Através de um desacoplamento no cálculo das diversas variáveis (eleva<.;áo 
do nível d'água, componentes da velocidade, salinidade, etc ... ) reduz-se o problema 
à soluções múltiplas de sistemas tridiagonais. Tais esquemas. infelizment.P. não sào 
aplicáveis a elementos finitos, tornando o custo computa.cional, neste caso, bem ma.is 
alto. 
O presente trabalho propõe um esquema. numér.ico que resolve a.s equa.çóes do 
movimento através de substituições sucessivas na. equa.çào da continuidade, per-
mitindo o desacoplamento, mesmo em elementos finitos, com grande eficiência.. São 
apresentados os resultados de investiga.ções preliminares, na.s quais, para. testar a 
viabilidade do esquema., utilizaram-se dois modelos em diferenças finitas para a 
simulação da.s condições de escoamento em cana.is de maré, a. partir de uma for-
mulação ma.temática. unidimensional. Um modelo resolve as equações do movimento 
a.copia.das, e o outro utiliza o esquema. desacoplado proposto. 
V 
Verificaram-se assim condições de estabilidade numérica. marn rigorosas na. uti-
lização do modelo desacoplado, isto porém em se tratando de simulações de casos 
extremos (para. valores já bastante elevados do número de Courrant). Em condições 
usuais de simulação, o modelo desacopla.do proposto mostrou-se praticamente equi-
valente ao modelo acoplado, tanto em termos de desempenho numérico quanto em 
precisão de resultados. 
Tais resultados permitem antever, de forma cautelosa, excelentes possibilidades 
para a extensão da técnica a. modelos de circulação multidimensionais, empregando 
inclusive esquemas de elementos finitos, com ganhos significativos em espaço de 
memória e tempo de processamento. 
* * * 
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The numerical modelation by the means of finite elements can represent the 
frontiers of an irregular water body more eficiently than those models employing 
finit differences. However, finit differences models are usually solved through highly 
efficient algorithims, such as the ADI (Alternate Direction Implicit). Through an 
uncoupling in the calculation of the multiple variables (e.g. water levei elevation, 
velocity components, salinity, etc ... ) it is possible to reduce the problem to multi pie 
solutions of tridiagonal systems. Such algoritims, unfortunatly, are not useful in the 
case of finit elements, what increases its computational costs. 
The present thesis proposes a numerical algoritm which solves the equations 
of movement by making successive substitutions in the continuity equation, allow-
ing uncoupling, even for finite elements, with great efficiency. The results of the 
preliminary investigation are presented, in which, in order to test the algorithim 
feasibility, two finite differences models for the simulation of the flow conditions in 
tida! canais were used, based on a one dimensional mathemalics formulatiou. O uc 
of them solves the governant equations in an coupled way, and the other uses the 
proposed uncoupled algorithim. 
More rigorous numerical stability conditions were then verified in using the un-
Vll 
coupled model, but specifically in the simulations of extreme cases (with Courrant 
number already highly valued). For usual simulation condi tions, the uncoupled 
model proposed was almost effectively equivalent to the conventional coupled model, 
concerning both, numerical process and results' precision. 
Such results allow the cautelous prevision of excelent possibilities concerning 
the extension of this technique to multidimensional circulation models, even using 
finite elements algorithims, leading to a significant economy of memory space and 
processing time. 
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A expressão do princípio da continuidade dos escoamentos pode ser atribuída, o-
riginariamente, a Leonardo Da Vinci (1452-1519). Ja as equações de Euler, que 
lançaram os fundamentos da Hidrodinâmica, constituindo-se na base de todo o de-
senvolvimento subseqüente, datam de 1755. Dado um referencial inercial qualquer, 
definido por um sistema de eixos cartesianos - OX, OY e O Z, tais equações descre-
vem matematicamente, em cada direçâo, o movimento dos fluidos perfeitos. Newton, 
posteriormente, daria novo impulso ao estudo dos escoamentos, introduzindo o con-
ceito clássico de viscosidade. Foi assim que diversos pesquisadores - Navier (1823), 
Poisson (1831 ), Saint-Venant (1843) e Stokes (1845) - estabeleceram, quase um 
século depois de Euler, as equações do movimento dos fluidos viscosos, também co-
nhecidas como as equações fundamentais da Hidrodinâmica, ou equações d" \Tavier-
Stokes. Osborne Reynolds, em 1895, discutiu as equações de Navier-Stokes, in-
troduzindo o conceito de escoamento médio. Desde então, diversos outros cientis-
tas e pesquisadores notáveis deram importantes contribuições para a aplicação das 
equações gerais do escoamento aos mais diversos problemas ela. Hidráulica, estabele-
cendo modelos específicos e discutindo as limitações da modelação matemática em 
função dos processos físicos predominantes em cada problema estudado. 
As equações de Navier-Stokes expressam, na verdade, a segunda lei ele Newton, 
ou o princípio da conservação da quantidade de movimento aplicado aos escoamentos 
1 
fluidos. Já o princípio de conservação da massa é expresso pela chamada. equação 
da continuidade. Para a modelação dos escoamentos em corpos d'água adota-se 
comumente a hipótese de incompressibilidade dos fluidos, a. qual é dada pela. condição 
de que o divergente do campo de velocidades se a.nula. para todo e qualquer ponto do 
espaço; esta expressão é também conhecida como a equação da continuidade para os 
escoamentos de fluidos incompressíveis. Com base nas equações da continuidade e 
de Navier-Stokes podem então ser estabelecidos modelos matemáticos de circulação 
em corpos d'água. Observa-se, no entanto, que as variáveis do problema, no caso 
mais geral são: a pressão, as componentes do vetor velocidade, e a massa específica. 
Verifica-se assim que o número de incógnitas - cinco, excede o número de equações 
- quatro. 
O fechamento do problema, ou seJa, o estabelecimento de um mesmo número 
de equações e de incógnitas, passa, via de regra, por uma equação que caracteriza 
um estado físico da massa líquida em escoamento - equação de estado. No caso 
de estuários, por exemplo, esta equação pode ser dada, simplificadamente, por uma 
relação direta entre massa específica e salinidade. A salinidade, no entanto, varia 
no tempo e no espaço, sendo esta variação usualmente formulada através de uma 
equação de transporte difusivo-advectivo do sal. Caso porém a equação de estado 
considerasse ainda a interveniência de outros parâmetros ( como por exemplo, da 
temperatura da água), novas equações deveriam ser introduzidas, de modo a se 
obter um modelo matemático fechado. Os modelos de transporte ( de sal ou outras 
substâncias), no entanto, podem ser desenvolvidos de forma. desacoplada. assumindo 
como dados do problema os campos de pressão e velocidades, obtidos de modelos 
hidrodinâmicos de circulação, os quais são objeto do presente trabalho. 
Considerando-se agora que a massa. específica possa ser admitida. como uma 
constante, estabelecem-se, através das equações da continuidade (para os fluidos 
incompressíveis) e da conservação da quantidade de movimento (Na.vier-Stokes), 
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modelos matemáticos de escoamentos que consistem na solução simultãnea de quatro 
equações a quatro incógnitas - pressão e componentes da velocidade. Através de 
integrações das equações gerais numa ou noutra direção, podem ser estabelecidos 
modelos mais simples, a duas ou uma dimensão, conforme as características do 
problema em estudo. 
Ocorre porém que as equaçoes da conservaçao da, quantidade de movimento, 
também chamadas de equações dinâmicas, são na verdade equações diferenciais par-
ciais de segunda ordem não lineares. Assim, à exceção de alguns casos especiais, com 
condições de contorno bastante simples, não possuem solução analítica conhecida. 
Decorre daí a grande importância da modelação numérica no estudo dos escoamen-
tos em geral, como uma das ferramentas mais eficazes e econômicas para fins de 
simulações e previsões. 
Os métodos numéricos para a solução computacional de sistemas de equações 
diferenciais constituem, por si só, uma vasta linha de pesquisa dentro da Engenha-
ria, e que muito tem avançado nos últimos anos, também em função do constante 
desenvolvimento dos equipamentos. Em recursos hídricos, e especificamente na mo-
delação de escoamentos, utilizam-se, principalmente, a.lgorítimos de diferenças fini-
tas e/ou de elementos finitos, os quais são revistos, de forma suscinta., no presente 
trabalho. 
A modelação via elementos finitos pode, em geral, representar de modo ma.is 
eficiente que em diferenças finitas os contornos irregulares de determina.dos corpos 
d'água, tendo por isso grande importãncia, sobretudo na modelação a duas ou três 
dimensões. Ocorre porém que os modelos em diferenças finitas são usualmente re-
solvidos através de a.lgorítimos alta.mente eficientes, corno por exemplo o ADI ("Al-
ternating Direction Implicit" ). Através de um desacoplamento no cálculo das di ver-
sas variáveis (elevação do nível d'água., componentes da velocidade, salinidade, etc ... ) 
reduz-se o problema. a soluções múltiplas de sistemas tridiagonais. Tais esquemas, 
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infelizmente, na.o sao aplicáveis a elementos finitos. Em função da. geometria dos 
problemas estuda.dos, dos tipos de condições de contorno, e da.s limitações impostas 
às malhas de discretização, por questões de condições de estabilidade numérica dos 
algorítimos, a modelação a duas ou três dimensões pode assim atingir grandes pro-
porções, em termos de espaço de memória e tempo computacional requeridos, o que 
equivale na prática a limitações de equipamentos e custos computacionais eleva.dos. 
O presente trabalho propõe assim uma técnica de desa.coplamento dos cálculos 
para modelos hidrodinâmicos de circulação, extensível à soluçào via elementos fini-
tos. Trata-se de uma técnica analítico-numérica, partindo na verdade de operaço lés 
com as equações governantes dos modelos. Através de substituições sucessivas na 
equação da continuidade possibilitar-se-ia o desacoplamento dos cálculos de elevações 
do nível d'água e velocidades, reduzindo-se significativamente o espaço de !llemóriil. 
e tempo de processamento necessários, sem prejuízo para a precisào dos resultados. 
O trabalho de pesquisa ora realizado constitui-se, na verdade, em investigações 
preliminares quanto à via.bilida.de desta técnica, apresentada em deLall1es JJu capítulo 
4. Deste modo, foram concentrados esforços no desenvolvimento de um modelo 
detalhado para a simulação do escoamento em canais de maré unidimensionais, 
resolvendo-se as equações de Sa.int-Venant- Navier-Stokes a uma dimensão - através 
de um esquema de diferenças finitas. Tal modelo foi elabora.do em COJ1lraposiçáo 
a um modelo acoplado convencional, de forma. a possibilitar uma Pxa.ustiva inves-
tigação comparativa dos resultados práticos de simulações empregando ou uao a. 
técnica de desa.coplamento proposta. O capítulo 5 trata especificamente da for-
mulação do modelo e de sua aplicação compara.tiva, ressaltando os aspectos ma.is 
importantes quanto à viabilidade do desacoplamento proposto, e que são objeto das 
conclusões e recomendações deste trabalho. 
* * * 
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Capítulo 2 
Modelos Matemáticos de 
Escoamentos 
A representação matemática dos processos físicos que caracterizam um dado proble-
ma constitui a principal ferramenta da Engenharia para o estudo do comportamenLo 
de estruturas projetadas, e dos efeitos sobre o meio-ambiente das intervenções re-
alizadas pelo homem. A modelação matemática dos escoamentos é feita a par-
tir das equações fundamentais da Hidrodinãmica. Cabe ressaltar que a teoria da 
Hidrodinâmica deve ser compreendida dentro de um contexto mais amplo, que é o 
da Mecânica dos Meios Contínuos. A MMC, por sua vez, é o ramo da Mecânica 
que estuda as tensões e deformações em sólidos, líquidos e gases, admitindo por 
hipótese que estes materiais possam ser modelados, matematicamente, como um 
contínuo. É a partir da chamada "hipótese do contínuo" que tem sentido falar em 
propriedades definidas em um ponto; mais que isso, as funções matemáticas que 
expressam propriedades físicas, bem como suas derivadas, são contínuas. Podem-se 
assim expressar, matematicamente, para os escoamentos fluidos, os princípios gerais 
da Mecância de conservação da massa e da quantidade de movimento. A simples 
enunciação matemática destes princípios, porém, introduz um determinado número 
de incógnitas, relacionadas por um número menor de equações. Somam-se pois a 
estes princípios algumas equações relacionando tensões e deformações, e/ou estado 
de movimento; ou seja, as chamadas equações constitutivas para as tensões, ou ainda 
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as equações de estado. Este é o caminho natural, dentro da MMC, que permite a 
formulação de teorias específicas, tais quais a Hidrodinâmica. 
As equações gerais assim obtidas constituem a base ela modelação matemática 
dos mais diversos problemas da Engenharia Hidráulica; desde aqueles envolvendo 
o escoamento junto a obras de Engenharia - canais, desvios, etc. - até aqueles 
concernentes ao escoamento e transporte em corpos d'água naturais, comumente 
associados à modelação de problemas ambientais. 
Cabe ainda ressaltar, em vista do que foi dito no capítulo anterior, que a mo-
delação matemática de escoamentos, em linhas gerais é, no mínimo, centenária. Na 
maioria dos casos, porém, a modelação completa envolve sistemas de equações di-
ferenciais parciais não lineares de grande complexidade, os quais exigiam, antes cio 
advento da informática, via de regra, inúmeras simplificações para a obtenção de 
soluções aproximadas. E mesmo atualmente, com todo o avanço das ciências com-
putacionais, muitos modelos de escoamentos exigem soluções numéricas extrema-
mente dispendiosas, pelo espaço de memória e tempo de processamento requeridos. 
Há ainda problemas que desafiam os limites teóricos do desenvolvimento dos sistemas 
computacionais, requerendo, para a obtenção de soluções satisfatórias, modelos tidos 
a ngor como transcomputacionais (isto ocorre notadamente no caso de modelação 
ambiental). 
Isto posto, apresentam-se a segmr as equaçoes gerais governantes dos escoa-
mentos líquidos, e sua formulação para modelação matemática de problemas de 
Engenharia nos casos a três dimensões - 3D, duas dimensões via integração na 
profundidade - 2DH e a uma dimensão (longitudinalmente) - l D. 
2.1 - EQUACIONAMENTO GERAL 
As propriedades de uma partícula fluida em movimento dependem, evidente-
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mente: 
de sua posição na massa fluida; 
do instante de tempo considerado; e 
de seu estado físico. 
O ponto de partida para o equacionamento das grandezas relativas aos escoa-
mentos é a descrição do movimento da massa líquida, a qual pode ser feita, classi-
camente, de dois pontos de vista distintos: lagrangeano ou euleriano. Na descrição 
lagrangeana, um elemento infinitesimal contém uma determinada massa líquida que 
não atravessa suas fronteiras; ou seja, o elemento desloca-se junto com a massa 
líquida. Deste modo, as coordenadas de cada elemento são função de uma dada 
posição inicial destes e do tempo decorrido. As velocidades e acelerações em cada 
ponto são conhecidas através das derivadas temporais de primeira e segunda. ordem. 
Já do ponto de vista euleriano, toma-se um volume de controle infinitesimal, que 
corresponde a uma região arbitrada do espaço, atravessada pela massa líquida em 
movimento. O escoamento é assim descrito em pontos fixos e tempos escolhidos 
arbitrariamente, na forma 
P=J(x,y,z,t) 
onde P pode ser, por exemplo, uma componente de velocidade, a pressão, ou a massa 
específica do fluido. A descrição euleriana é comumente a mais utilizada, pois requer 
um tratamento matemático mais simples, e é mais conveniente aos problemas da 
Engenharia, porquanto trata das propriedades do fluido e seu movimento em pontos 
especificados (ver Raudkivi e Callander, 1975 ). 
É importante observar que a descrição dos escoamentos assume a massa fluida 
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como um meIO contínuo - hipótese do contínuo - despreza11do os rnm·irnc11tos 
moleculares; e ainda uma variação contínua das propriedades do fluido e seu movi-
mento, que equivale a dizer que a grandeza P no ponto x + ~x pode ser relacionada 
com P no ponto x através de expansão por série de Taylor. Sendo x um valor in-
finitesimal, próximo de zero, tomam-se apenas os dois primeiros termos da série, ou 
3P 




O escoamento assim descrito pode ser então equacionado através da aplicação 
dos princípios de conservação de massa, energia e quantidade de movimento. O 
estudo dos processos de transporte envolvendo estas três grandezas constitui-se no 
objeto principal da ciência denominada Hidrodinâmica. 
2.1.1 - Equação da Continuidade 
A equação da continuidade traduz o princípio de conservação da massa, e pode 
ser expressa, na sua forma mais geral, como: 
âp + â(pu) + â(pv) + 3(pw) = O 
ât âx ây âz 
{2. 1) 
(a dedução desta equação consta do anexo I do presente trabalho). 
No caso específico dos modelos de circulação em corpos d'água, assumindo-se a 
hipótese de incompressibilidade dos fluidos, pode-se escrever que: 
~ ~ âu âv âw 
divV = 'v ·V= - + - + - = O 
âx ây âz 
(2.2) 
Esta expressão corresponde à chamada equação da continuidade para o escoamento 
dos fluidos incompressíveis. 
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2.1.2 - Equações de Euler / Navier-Stokes 
Estas equações são a expressão matemática do princípio de conservação da quan-
tidade de movimento, podendo também traduzir-se pela segunda lei de Newton, 
- dv 
Í: Fexternas = m dt 
As forças externas podem ser de dois tipos: de superfície, atuando diretamente 
por contato - pressão, atrito - ou de campo, induzidas por um campo qualquer 
- campo gravitacional, campo de uma aceleração centrípeta, ou outros. As forças 




Demonstra-se, através do balanço da. quantidade de movimento angular, que 
T;j = Tji· Restam assim apenas seis componentes, conhecidas corno componentes de 
Lamé (Méhauté, 1976). As forças de campo podem ser definidas em função de um 
vetor resultante das acelerações de campo dadas, 
O produto mã expressa as forças inercia.is do escoamento, sendo a aceleração ela.da 
pela deriva.da total da. velocidade no tempo. Pode-se assim expressar as equaçoes 












8 p X y Z 
l (ÔTxy Ôayy OTyz) 
a,y + - -f) + -f) + -8 
p X y Z 
_ ~ (ª'xz OTyz Ôa,,) 
- ª" + 8 + ô + 8 p X y Z 
Para os fluidos perfeitos, não viscosos, é dado que 
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(2.3) 
T xy = Txz = Tyz O 
Substituindo estas expressões nas equações gerais chega-se à. formulação das chamadas 
equações de Euler (1755) 
Du 1 Ôp 
- - llcx + -f} Dt p X 
Dv 1 Ôp 
(2.4) - llcy + p Ôy Dt 
Dw 1 Ôp 
--
ª°' + p Ôz Dt 
Considerando-se agora os fluidos newtonianos ( caso real, fluidos viscosos), as 
expressões das tensões de superfície são dadas por 
ôu ( ôu ôv) 
"xx = -p + 2µ ôx Txy = µ Ôy + Ôx 
ôv (ôu Ôw) ª•• = -p+ 2µ Ôy Txz = fl Ôz + ÔX 
ôw ( ôv ôw) C,zz -p + 2ft ôz Ty, = µ Ôz + Ôy 
Assumindo-se por hipótese que a viscosidade seja constante, tem-se então: 
Du 1 2 
Dt 
llcx + -µ'J U 
p 
Dv 1 2 
Dt 
llcy + -µ'J V (2.5) 
p 
Dw 1 2 - llc, + -11\1 W 
Dt p 
Estas sao as chamadas equações de Navier-Stokes, também conhecidas corno as 
equações fundamentais da Hidrodinâmica, obtidas de modo independente por diver-
sos pesquisadores - entre eles Navier e Stokes - quase um século depois de Euler. 
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A dedução completa das equações do movimento (2.3) pode ser encontrada também 
no anexo 1 do presente trabalho. 
2.1.3 - Acelerações de Campo 
2.1.3.1 - Campo gravitacional 
Nas aplicações práticas das equações do movimento o campo gravitacional e 
usualmente considerado como o único campo de acelerações externo. 
Sendo o eixo OZ vertical, e orientado para cima, define-se uma função potencial, 
G = gz, obtendo-se assim o campo de acelerações através do gradiente 
-V· G = (:x' :y' :z) gz = (0,0, -g) 
Pode-se então substituir as componentes da aceleração ele campo nas equações 
de Navier-Stokes (2.5), sendo: 
( 11 a,x o 
a(ll = o cy 
a(ll fJ = --gz = -g cz âz 
2.1.3.2 - Aceleração de Coriolis 
Conforme assinalado no início do presente trabalho, a fornmlaçào das eq uaçóes 
gerais do movimento dos fluidos considera, em princípio. um dado referencial iner-
cial qualquer. Em determinados estudos, porém, sobretudo para os corpos d'água 
de grandes dimensões, os efeitos da rotação da Terra podem assumir grande im-
portância, devendo ser levados em conta na modelação matemática - é o caso, por 
exemplo, dos modelos concernentes à circulação oceânica. 
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As forças resultantes sobre os escoamentos podem ser formuladas a partir da 
chamada aceleração de Coriolis. Embora caracterizando esforços inerciais, são usual-
mente tratadas como forças de campo, uma vez decorrentes de um dado campo de 
acelerações, e expressas formalmente como termos que se somam ao lado direito 
das equações da conservação da quantidade de movimento. ( Urna discussão deta-
lhada sobre estes eforços pode ser encontrada em Méhauté, 1976, nà.o sendo ayui 
reproduzida por fugir ao escopo deste trabalho.) 
Para escoamento quase horizontais, sendo OZ vertical, o parâmetro de coriolis 
pode ser escrito como 
l1=2wsinll 
onde w é a velocidade angular da Terra, e li o ângulo de latitude, por convença.o, 
negativo no Hemisfério Sul e positivo no Norte. Pode-se então levar em conta. o 
efeito de Coriolis nas equações dinâmicas, somando-se a.o lado direi to das mesmas 







2.1.4 - Forma Final das Equações Dinâmicas 
Na formulação das equações de Navier-Stokes (2.5) as expressões das tensões 
tangenciais e norma.is para os fluidos viscosos foram substituídas nas equações gera.is 
da conservação da. quantidade de movimento (2.3), conforme assinalado no item 
2.1.2. Se os termos de tensão normal forem considerados agora como 






Tyy - µ 8y 
estas equações podem ser reescritas em função das tensões de contato, isolando-se os 
termos de pressão. Considere-se ainda o campo gravitacional corno o único campo 
de acelerações externo, e sendo o eixo OZ vertical, orientado para cima. Levando-








l 8p n l (ªTx,· 8T,y 8T,,) ---+,,v+- ~+~+~ 
p 8x p 8x 8y az 
= _! 8p _ !lu + ! (ªTxy + 8Tyy + 8Ty,) 
p 8y p 8x 8y az 
l 8 ( ) ) (ªTx, 8Ty, 8T,,) = --- p+,z +- ~+-.-+-.-
p 8z p ax 8y az 
( 2.6) 
Esta é uma expressão usual das equaçoes dinâmicas, constituindo, junto com a 
equação da continuidade (2.1), a base da modelação matemática dos escoamentos 
líquidos. 
2.1.5 - Observações sobre as Equações Gerais 
A partir das equações gerais da continuidade (2.1) e da conservação da quanti-
dade de movimento (2.3) podem ser estabelecidos modelos matemáticos para quais-
quer tipos de escoamentos fluidos, desde problemas uni-dimensionais dos mais sim-
ples até aqueles envolvendo complexos movimentos aleatórios e exigindo tratament.o 
tridimensional. No caso dos escomentos líquidos, assumindo-se as hipót.eses de fluido 
incompressível e viscosidade constante, foram demonstradas anteriormente algumas 
da simplificações introduzidas nas equações gerais, chegando-se às expressões da 
continuidade e da conservação da quantidade de movimento para tais condições (2.2 
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e 2.3, respectivamente). Estas equações podem constituir-se num sistema fechado 
para a determinação das grandezas fundamentais dos escoamentos - velocidade e 
pressão - em cada ponto do espaco. 
As equações dinãmicas são pois equações diferenciais parciais de segunda ordem 
de certa complexidade; os termos advectivos de inércia fazem-nas não linerares. Em-
bora não haja solução geral conhecida do sistema de equações dado pela equação da 
continuidade e pelas equações dinâmicas, em alguns casos especiais, com condições 
de contorno simples, podem ser obtidas soluções exatas (por exemplo, para o escoa-
mento entre placas paralelas, ou devido à rotação de um disco). 
Por fim, é importante assinalar, para fins de modelação, que os escoamentos na 
natureza só são conhecidos através de grandezas medidas, o que equiva.le a dizer, 
promediadas, exigindo assim tratamento matemático adicional elas equações gera.is 
apresentadas para a elaboração de modelos matemáticos, conforme será visto na 
seqüência. 
2.2 - CASO TRIDIMENSIONAL (3D) 
Os modelos de escoamentos líquidos a três dimensões sao necessanos para o 
estudo do escoamento e transporte em grandes corpos d'água natura.is, onde a vari-
abilidade das grandezas características em quaisquer direções é ta.! que compromete 
irremediavelmente os resultados de análises via. integrações numa dada direção. Há 
que se levar em conta, nestes casos, a natureza turbulenta elos escoamentos, carac-
terizada pela presença de uma enorme gama de vórtices, com uma vastil variação 
de escalas espaciais e temporais. 
A multiplicidade de escalas implica um comportamento fortemente aleatório das 
propriedades do escoamento. Ainda assim, não há, na dedução das equações de 
Navier-Stokes, nenhuma hipótese ou consideração limitante para a aplicação a escoa-
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mentos turbulentos. Isto no entanto exigiria a simulação até as escalas menores, onde 
as forças de dissipação viscosa têm sentido físico. Para tanto, o esforço numérico 
seria muito grande, e mesmo com o advento de poderosos computadores, a dis-
cretização exigida para a aplicação direta. ele urn modelo 111at.t·111áLico La.,<'ado 11i1.s 
equações apresentadas inviabiliza o processamento. Segundo Rosman ( 1987), diver-
sos pesquisadores, em trabalhos recentes, apontam tais tentativi\s como prnticamente 
transcomputacionais. 
A solução para o desenvolvimento de modelos matemáticos viáveis parte da 
promediação das equações governantes. Historicamente, o conceito de escoamento 
médio foi introduzido em 1895 por Osborne Reynolds, ao discutir as equações de 
Navier-Stokes. 
2.2.1 - Equações Governantes Promediadas 
A promediação das equações assume uma simplificação padrão na prática dos 
problemas de Engenharia, que é a separação. As propriedades de um escoamento 
turbulento são consideradas como sendo a soma de um valor médio, ou de grande 
escala, com uma parcela ele flutuação, ou de pequena escala. 
P = P+P' 
A substituição de cada variável global do escoamento nas equações governantes 
por uma relação deste tipo resulta em equações de valores médios, idênticas às 
anteriores, acrescidas porém de termos envolvendo correlações de pequena escala. 
Estes termos podem então ser modelados, visando-se a caracterização dos efeitos 
globais da pequena escala, e não o detalhamento dos processos. É o que será visLo 
a segmr. 
A simples promediação de uma grandeza P é dada. por 
15 
_ 1 l(t+T/2) 
P(x,y,z) = lim - P(x,y,z,t')dt' 
T-oo T (t-T/2) 
onde T é um período de tempo arbitrário, tendendo ao infinito. São válidas assim, 
dentre outras, as seqnintes relações: 
P' = O PP'= O 
conhecidas como postulados de Reynolds. 
Ocorre porém qne tal procedimento, resultando em variáveis independentes do 
tempo, faz desaparecer nas equações governantes os termos envolvendo derivadas 
temporais. Para a maioria cios escoamentos de interesse pa.ra a Engenha.ria não faz 
sentido utilizar equações independentes cio tempo. Na prática então, considera-se o 
valor médio como 
_ 1 l(t+T/2) 
P(x,y,z,t) = -T P(x,y,z,t')dt.' 
(t-T /2) 
onde o período de tempo T assume um valor finito, porém suficientemente dilatado 
para fins da promecliação. 
Assume-se no entanto neste caso, como uma aproximação aceitável, que permanecem 
válidos os postulados de Reynolds. Uma discussão detalhada cios processos de pro-
mecliação, suas limitações teóricas, e validade das hipóteses para fins de modelação, 
é apresentada em Rosman (1987), não sendo aqui reproduzida. 
Assim, na equação da continuidade para os escoamento líquidos o vetor de ve-
locidades é simplesmente substituído por um valor médio, escrevendo-se então 
.,,. .,,. ãu élv élw 
divV = 'v ·V= - + - + - = O 
élx ély élz 
(2.7) 





lÕp 2 (ª- Ô- ª-) --- + nv + v'v u - -u'u' + -. -'U.'v' + -u'w' 








18 2 (ª-Ô-ª-) --- (p + 1 z) + v'\1 w - -w'u' + -w'v' + -. -w'w' pfu & ~ fu 
Estas equações são também conhecidas como as equações de Reynolds. Na 
verdade, correspondem às equações de Navier-Stokes para. os valores médios do 
escoamento, acrescidas de termos envolvendo correlações de escalas, advindos da. 
promediação dos termos advectivos. Estes termos, posicionados 110 la.do direito 
das equações, representam as tensões turbulentas, sendo denominados lensor de 
Reynolds (ver Raudkivi e Callander, 1975 ). As trocas turbulentas sào processo 
físicos que não possuem representação matemática, exigindo modelação. Os mo-
delos de turbulência mais utilizados na prática até hoje sào aqueles baseados 110 
conceito de viscosidade turbulenta; uma aproximação para as tensões turbulentas, 
por analogia com as tensões viscosas, proposta por Boussinesq em 1877. 
Observa-se que a modelação de turbulência constitui um campo aberto a. pesquisas 
dentro da mecânica dos fluidos, e diversos trabalhos recentes discutem as técnicas 
convencionais comumente emprega.das, propondo revisões, ou novas abordagens, em 
alguns casos com excelentes resultados já comprovados. O anexo 2 do presente 
trabalho apresenta. uma breve revisão sobre modela.çào de turbulência. 
Assim, as equações dinâmicas promedia.das, para. fins de rnockla.çio n,a.t.emá.t.ica 






---+,,v+- -+-+-1 Õp n- 1 (ÔTxx ÔTxy ÔTx,) 
pàx p àx ày àz 
1 Õp n- l (ÔTry Õ-Ç é!'Ç) --- - "" +- -- + -- + --
pày p ÔJ: Ôy àz 
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(2.~) 
Dw 1 8 (- ) 1 ( 8Tx, éJT;; 8T,,) - = --- p+,z +- - ·+-+-
Dt p {)z p 8x 8y 8z 
Sendo os valores das tensões de contato médias dados por: 
Txx = Y 8u 2 \xx 8x _ , (8u 8v) Txy = ]\xy {)y + {)x 
õv ( 8u 8w) Tyy 21("" {)y Tx, = J{n {)z + {)x 
8w ( 8v 8w) T,z ZJ(,, 8z Ty, = J(y, {)z + {)y 
onde os coeficientes K;1 correspondem ao tensor viscosidade turbulenta. 
2.2.2 - Simplificação das Equações Dinâmicas 
Uma simplificação usual na prática da Engenharia, para a modela.çào rnatemá.tica 
dos escoamentos em corpos d'água, é a substituiçào da equaçi,n di11à1nica 11a direç,íu 
OZ pela chamada aproximação hidrostática, com erro a.ssoci,1.do desprezível (ver 
Rosman, 1987): 
8p - = -pg 
{)z 
Integrando-se esta expressa.o na profundidade, entre um ponto z0 qualquer e a 
posição da superfície livre 17(x, y, t), advém: 
P = P, + pg(-11 - zo) 
Supondo a massa específica p constante, e a pressào na superfície livreµ, = µ"'"'. 






= p 8y 8y 
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Estas expressões são então substituídas nas equações dinâmicas nas direções O X e 
OY. Tem-se assim, para fins de modelação, as seguintes equações da conservação 





2.2.3 - Modelação 
arf n- 1 ( OTxx OTxy OT,,) 
-g- + HV + - - + -. - + -. -
&x p &x &y [) z 
arf n- 1 (OTxy OTyy Efi;;) -g--,.u+- -+-+-
[)y p &x &y &z 
(2. lü) 
Na modelação dos escoamentos a três dimensões as incógnitas do problema são. 
em princípio, a pressão e as componentes da velocidade em cada dircçá.o. A sulJsLi· 
tuição da equação dinâmica na direção OZ pela aproximação hidrostática de pressões 
reduz o problema à determinação cio campo de velocidades e da posição ela superfície 
livre 71, empregando-se para tanto a equação da continuidade e as equações ela cou· 
servação da quantidade de movimento nas direções 0)( e OY. A de\errniuaçâo de 
71 requer uma outra equação, tomando-se então a chamada condição de contorno 
cinemática na superfície livre (CCCSL), dada pela equação: 
(2.11) 
(válida apenas em z = 71). 
Estabelecido então um domínio ele modela.çà.o. devem ser especific11dos os c;u11-
pos de pressão (elevaçà.o do nível d'á.gua) e/ou velocidades nas fronteiras, além clas 
tensões tangenciais relativas à ação do vento na superfície livre e a.o atrito no fundo. 
Estas tensões são em geral obtidas de relações empíricas. que serão clisrnt.ida.s a 
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seguir, quando do estudo dos modelos a duas dimensões via integração na profundi-
dade das equações ora apresentadas. (Observa-se que a notaçáo indicando os valores 
médios de cada grandeza pode ser suprimida, ficando subentendida). 
2.3 - CASO BIDIMENSIONAL HORIZONTAL (2DH) 
Segundo Rosman (1987), a maioria dos corpos d'água rasos pode ser bem repre-
sentada por um modelo bi-dimensional no plano horizonta.l. Para isto é preciso que 
as escalas verticais do movimento sejam muito menores que as horizontais, e que a 
coluna d'água seja razoavelmente bem misturada, isto é, com pouca ou nenhuma 
estratificação vertical. 
O presente item apresenta as equações governantes do escoamento obtidas atavés 
da integração na profundidade das equações a três dimensões (2.7 e 2.10). Tomando-
se um plano de referência conforme indicado na figura 2.1, tem-se 
H(x,y,t) = h(x,y) + 11(1:,y,t) 
assim, 
( ~) (x,y,t) = ! 1: ( ~) (x,y,z.t)clz 
Observam-se ainda as seguintes condições de contorno: 
na superfície --+ z = 1/(x, y, t) 
Ô7] Ô7] Ô7] 
-+u-+v- =w 
àt àx ày 
e no fundo --+ z = -h 
u=v=w=O 
Procede-se então à integração em OZ, entre z = -h e z = 1/, de cada uma das 
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FIGURA 2.1: Corpos d'água Rasos 
21 
2.3.1 - Equações Governantes Integradas na Profundidade 
A equação da continuidade pa,ra modelação 201-1 é assim dada pela expressão: 
(2.12) 







-g- + HV ox 
1 { o [ ( ou)] o [ / (ºu ov)]} + Hp ox HKxx 2ox + oy Hl\xy Ôy + OX 
l(v- 3-) + H p Tx f 'Ç7 • S f -Tx f 'Ç7 • B f 
- 9 ºTJ - nu oy 
1 { o [ (ºv ou)] o [ ( ov)]} + Hp ox HKyx ox + oy + oy HKyy 2oy 
l(y- B-) + - r I v · s 1 -T I v · B 1 
Hp " " 
(2.13) 





onde Pa, é a densidade do ar, Ca o coeficiente de arrasto, e U10 a velocidade do vento 
medida 10m acima da superfície livre. Existem diversas fórmulas empíricas para o 
cálculo de Ca. 
A formulação dos termos de atrito no fundo é objeto de uma discussão detalhada 
no item 2.5, na seqüência. 
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2.3.2 - Modelação 
Os modelos hidrodinâmicos de circulação em corpos d'água rasos são assim dados 
pelas equações da continuidade e dinâmicas integradas na profundidade (2.12 e 2.13, 
respectivamente - do mesmo modo que para o caso 30, pode-se suprimir a notação 
indicando a promediação das velocidades, a qual fica subentendida). 
As condições de contorno necessárias à modelação devem definir os campos de 
elevações do nível d'água e de velocidades, sendo as primeiras em geral especificadas 
ao longo das fronteiras abertas, como por exemplo à entrada de baías e estuários. As 
condições referentes ao campo de velocidades são geralmente associadas às fronteiras 
de terra, especificando, via de regra, a componente de velocidade normal à fronteira. 
Em alguns casos, dependendo do escoamento, pode ser mostrado que estas condições 
são insuficientes para. uma boa definição do modelo; especifica-se então, além delas, 
a condição de velocidade tangencial nula. Uma discussão mais detalhada a esse 
respeito pode ser encontrada em Rosman (1987). 
2.4 - CASO UNIDIMENSIONAL (lD) 
É comum em Engenharia Hidráulica a modelação do escoamento em rios e canais 
tomando-se as características médias de seções transversais ao longo de seu eixo 
principal. É o chamado modelo longitudinal, 10, e sua utilização, embora usual, 
exige uma criteriosa análise quanto à adequação ao problema, dado o nível de 
simplificações envolvido, o que pode comprometer os resultados caso determinadas 
hipóteses e pressuposições não sejam devidamente satisfeitas. Embora o efeito global 
de curvas ao longo do eixo principal possa ser considerado por coeficientes adicionais 
de perda de carga, é conveniente que o curso d'água em estudo possua um traçado 
em planta regular, e o mais retilíneo possível. De um modo geraL o escoamento não 
deve estar sujeito a variações muito bruscas ou acentuadas de suas caraclerístieas 
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principais, de forma a ser bem representado pelos valores médios de seções predeter-
minadas. As seções fornecidas podem ser bastante simples, permanentes e uniformes, 
ou variar no tempo e no espaço. 
O equacionamento matemático do escoamento assim considerado toma por base 
as mesmas equações gerais da continuidade (2.2) e da conservação da quantidade 
do movimento (2.3) apresentadas no item 2.1, chegando-se porém a uma formulação 
evidentemente bem mais simples. As equações de Navier-Stokes unidimensionais 
equivalem às chamadas equações de Saint-Venant, cuja dedução é apresentada no 
anexo 4 do presente trabalho. 
2.4.1 - As Equações de Saint-Venant 
A figura 2.2 mostra um trecho de canal ou rio, assinalando suas prrnc1pais ca-
racterísticas médias, podendo-se identificar: 
• Q - Vazão afluente ao trecho; 
• A - Área molhada da seção transversal; 
• B - Largura superficial; 
• 17 - Cota da superfície livre; 
• PM - Perímetro molhado da seção transversal; 
• qL - Vazão lateral (contribuições, perdas por infiltração, etc.); 
• S0 - Declividade média do fundo; 
• S f - Declividade da linha energética. 




.. So ----..::....) Q 
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FIGURA 2.2: Escoamento em Canais 
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DA DQ 
Dt + Dx + qL = O (2.15) 
A equação dinâmica 10 é dada por: 
ou ou 01} - + u- = -g- + g (So - S1) 
Dt Dx o.,; ( 2.16) 
Observa-se que u = Q/A exprime, neste caso, a velocidade média do escoamento 
numa dada seção transversal. O termo de atrito g (S0 - S1) é substituído por uma 
das muitas fórmulas empíricas disponíveis, conforme discutido a. seguir. 
2.5 - RESISTÊNCIA AO ESCOAMENTO 
Uma vez delineados ao longo deste capítulo os principais a.spectos relativos à. 
modelação matemática dos escoamentos, torna-se imprescindível à sua conclusão 
ao menos uma breve discussão sobre a modelação dos esforços tangenciais junto ao 
fundo, dada a significativa ordem de grandeza. cios efeitos decorrentes sobre o movi-
mento da massa líquida e de cuja avaliação depende fundamentalmentce o sucesso 
dos modelos. 
Diversas relações empíricas, estabelecidas desde há muito tempo, têm sido em-
pregadas até hoje. Apesar da eficácia cornprovaoa. ele algurnas destas rela\Óes, La11Lu 
a nível de experimentos em laboratórios, como na prática cios estudos de Engenharia 
Hidráulica ao longo de muitas décadas, persistem sérias dificuldades em quantificar 
adequadamente coeficientes empíricos que traduzam a. resistência ao escoamento 
para os domínios pré-estabelecidos de cada problema em estudo. 
No caso dos escamentos em corpos d 1água naturais tais dificuldades dccorrcn1 
da necessidade de uma avaliação qualitativa generalizável da natureza dos rnateriais 
que compõem os leitos dos escoamentos. 
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Trata-se a seguir dos critérios mais comumente empregados, indicando-se as al-
ternativas mais recomendáveis, conforme o grau de dificuldade inerente a cada caso. 
2.5.1 - Fórmulas mais Comuns 
Sendo a velocidade de atrito, por definição 
onde To é a tensão de atrito no fundo; e sabendo-se que para. canais com escoamento 
permanente e uniforme 
onde Ré o raio hidráulico (razão da área pelo perímetro molhado) e S0 a declividade 
do fundo, assume-se por hipótese, para o caso mais geral de escoamento variado e não 
permanente, que a declividade da da linha energéLica a um dado i11sLanLe em urnéL 
dada seção qualquer, S1, seja coincidente com o valor de S0 na expressão anterior. 
Assim, tem-se que: 
u· = JgRS1 
Admitindo-se, também por hipótese, que a velocidade média numa dada seçao 
possa ser expressa como uma função linear da velocidade de atrito, pode-se então 
escrever que 
u o: jiis; 
Com base neste princípio, existem diversas relações empíricas para a perda de 
carga por atrito, sendo uma elas mais difundidas a fórmula ele Cl1é~y ( 1 ,, :, j, o 4 ueJ 
foi o primeiro a estabelecer uma relação entre os elementos que definem as condições 
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de escoamento. Esta fórmula consiste simplesmente na introdução de um coeficiente 
de proporcionalidade na relação anterior, ou seja, 
(2.17) 
Observe-se que o coeficiente de Chézy possui assim dimensão L 1/ 2 / T. 
A rigor, o expoente do raio hidráulico não é necessariamente igual a O, 5 e alguns 
autores propõem outros valores. Gauckler, em l86Y, estabeleceu a :;eguiJJte relaçàv 
(MKS): 
(2.18) 
Os valores de!{ propostos por Gauckler foram posteriormente revistos por Strickkr 
(1923), tornando-se a expressão acima conhecida corno fórmula de Strickler, ou 
fórmula de Gauckler-Strickler. Na prática, hoje em dia., é comum estimar-se o valor 
inverso, conforme proposto por Manning (1897); tem-se assim a expressão comum 
da fórmula de Manning (MKS), 
- ~R2/35-I/2 u - f 
n 
(2.19) 
Outra expressao bastante utilizada é a chamada fórmula -u.ni:versn.l da perda. 
de carga. (de Darcy-Weissbach), comumente empregada no cálculo ele tubulações. 
Expressando-se o diámetro do tubo em função cio raio hidráulico, chega-se a: 
( 2. 20) 
onde .f é um coeficiente a.dimensional. 
Através destas ou de outras fórnudas disponívei!':i 1 po<le111 ser 1nudcb·u .. L·1.-; as tc11s(Jc:-:i 
de atrito no fundo nas equações dinâmicas anteriormente apresentadas - 2.10 para 
o caso 3D, 2.13 para o caso 2DH, e 2.16 pa.ra o caso l D. 
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2.5.2 - Coeficientes de Resistência 
A confrontação das diversas fórmulas empíricas apresentadas permite relacionar 
os diferentes coeficientes de atrito propostos por cada autor. Observa-se que: 
C - coeficiente ele Chézy; 
f - coeficiente ele Darcy-Weissbach; 
n - coeficiente ele Manning. 
(2.21) 
Assim, qualquer que seja o caminho escolhido, o problema recairá sempre ua 
escolha arbitrária de um coeficiente empírico, com base na avaliação qualitativa das 
características elo problema. 
Existe no entanto uma alternativa, a partir elo estabelecimento elo perfil ele veloci-
dades, o que em muitos casos pode ser feito com bastante confiabiliclade. Diversos 
experimentos em laboratórios realizados nas últimas décadas, permitem estabelecer 
perfis logarítmicos de velocidade sob determinadas condiçóes, em funçào da veloci-
dade de atrito, ela espessura da camada limite, ela rugosidade absoluta das paredes. 
e do raio hidráulico. Segundo Abbot e Basco (1989), para quaisquer tipos de seçóes 
transversais, desde condutos fechados até canais bastante largos, na condição de 
paredes efetivamente rugosas, a velocidade média pode ser calculada com resultados 





onde " é a constante de Von Karman, usualmente igual a O, 4 para a água, e r a 
rugosidade absoluta. 
A condição de contorno rugoso pode ser esta.belecicla pela relação 
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- > :3 
2í5 -
sendo í5 a espessura da camada limite. Para os escoamentos a superfície livre 
demonstra-se que esta condiçáo é satisfeita na maioria absoluta dos casos; há porém 
expressões análogas para a condição de paredes lisas, ou casos intermediários, levando 
em conta a espessura da camada limite - ver Abbot e Basco, 1989. 
Pode-se assim substituir a equação 2.22 na fórmula de C'hhy (2.17). olit.enrlo-s<· 
desta forma a seguinte expressão para o coeficiente de atrito (MKS): 
6R 
C = 18log-/ 
r 2 
(2.23) 
Caso se deseje trabalhar com outras fórmulas de atrito, calcula-se o valor do 
coeficiente de Chézy pela expressão 2.23, podendo o coeficiente desejado ser obtido 
através de relações simples, conforme a expressão 2.21. 
Resta por fim a questão da avaliação do coeficiente de a.trito escolhido, ou da 
rugosidade absoluta do leito, em função de cada problem11 estuda.do. No caso de 
tubulações, cana.is artificiais, etc., estes valores estão satisfatóri11mente bem esta-
belecidos, em função dos materiais utilizados, encontrando-se tabela.dos nos livros 
ou ma.nua.is de Hidráulica.. Para. os corpos cl'á.gua. natura.is. l,á ta111l,é111 indica<;Ô<', 
de valores dos coeficientes mais utilizados, assim como de rugosidade 11bsoluta, em 
função de avaliações qualitativas das rnracterísticas dos leitos. Cit.am-SE' c1 seg11ir. ,, 
título de ilustração, os valores de rugosidade compilados por Abbot. e Basco (1989). 
Leitos em terra, com superfície suave 
Leitos em cascalho 
Leitos onde há transporte de sedimento 
Leitos pedregosos 
Cursos d'água com vegetação 
Lei tos rochosos 









Cabe assinalar, aliás, que a rugosidade absoluta é um dado material do problema, 
podendo inclusive, em alguns casos, prescindir de tais referências, optando-se pela 
avaliação/medição local. O mesmo não se pode dizer cios coeficientes de atrito, cujos 
valores são resultados exclusivos de aferições das fórmulas empregadas. 
2.5.3 - Termo de Atrito na Equação Dinâmica lD 
Na modelação do termo de atrito no caso unidimensional opta-se, no presente 
trabalho, pelo uso da fórmula de Darcy-Weissba.ch. 
Para canais lagunares, considera-se como o nível de referência aquele correspo11-
dente ao NMM (nível médio do mar), sendo S 0 = O. O termo de atrito é a.ssim dado 
por -gS1. A partir da equação de Darcy-Weissbach (2.20) obtém-se: 
f u2 
I S1 I= --
Sg R 
O sinal de S1 depende, evidentemente, cio sentido do escoamento, podendo-se 
assim escrever que: 
-gS1= _[~ 
8 R 
2.5.4 - Tensão de Atrito no Fundo nas Equações Dinâmicas 2DH e 3D 
A modelação a duas ou três dimensões requer, conforme foi visto, a. especificação 
das tensões de atrito no fundo em cada direção. Nas equações dinâmicas pa.ra 
modelação 2DH (2.13, item 2.3) foram utilizadas expressões do tipo T,H I V · jj 1 
sendo i = x, y. 
Segundo Rosman (1987), aplica-se a usual lei quadrática. Sendo a. tensão ele 
atrito proporcional ao quadrado da velocidade, escreve-se então que: 
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r/;IV BI 
T: 1 V•B 1 
Cj. ( . 2 • 2) 1 /2 • p u +v ·u 
Cj·(·2 ·2)1/2, p U + V V 
Cf é o coeficiente dado por uma das fórmulas de resitência disponíveis. Adotando-
se por exemplo a expressão de Chézy para a perda ele carga (2.17) chega-se à seguinte 
expressão: 
R " '/ ' To = 1 ~ f = C2 \/ 
Sendo assim 
* * * 
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Capítulo 3 
Considerações sobre a Modelação 
Numérica 
Uma vez formulados os sistemas de equações diferenciais parciais que constituem os 
modelos matemáticos de escoamentos esbarra-se, no passo seguinte. nas dificuldades 
inerentes à sua solução, de modo possibilitar as simulações e previsões necessárias à 
otimização das soluções de Engenharia. No passado, grandes esforços eram despen-
didos pelos engenheiros na busca de métodos analíticos ou gráficos, baseados ainda 
em umas tantas hipóteses simplificadoras, de forma a se poder solucionar, para 
casos específicos, os modelos matemáticos há muito estabelecidos. Com o advento 
da informática., um novo caminho se abriu, a partir do desenvolvimento de métodos 
numéricos para a solução de sistemas de equações diferenciais pa.rci,ús di'sprnvidos d,· 
soluções analíticas conhecidas. E, à medida. do avanço das ciências computacionais, 
maior a complexidade e o alcance cios chama.dos modelos numéricos, para as ma.is 
diversas áreas de aplicação, incluindo-se aí a Hidrodinâmica. 
O presente capítulo apresenta., incia.lmente, uma breve explanação sobre os mé-
todos numéricos de diferenças finitas e elementos finitos. Para. corpos d'água. irre-
gulares, a modelação via elementos finitos mostra-se mais eficiente na representação 
dos contornos. Entretanto, os modelos em diferenças finitas sào usualmente resolvi-
dos através de a.lgorítmos altamente eficientes, como por exemplo o A D 1 ( ".1\ 1 terna.t.P 
Direction Implicit"); através de um desa.copla.mento no cálculo das diversas ,·ariá.veis 
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reduz-se o problema à soluções múltiplas de sistemas tridiagonais (os quais. por sua 
vez, podem ser resolvidos através de métodos específicos, ma.is eficazes, como por 
exemplo empregando-se um esquema de varredura dupla). Tais esquemas, infeliz-
mente, não são aplicáveis a elementos finitos, tornando os custos computacionais 
associados a estes últimos em geral bem mais elevados. 
3.1 - PRINCÍPIOS GERAIS DOS ALGORITMOS DE DIFERENÇAS 
FINITAS E ELEMENTOS FINITOS 
O método das diferenças finitas é uma das principais ferramentas para a solução 
numérica das equações governantes dos escoamentos. A integração das equações di-
ferenciais parciais é feita a.través da. substituição dos termos diferenciais das equações 
contínuas por esquemas de diferenças finitas, obtendo-se assim expressões análogas 
àquelas, a serem resolvidas via. computação numérica. As a.proxirnaçÕ<'s para os 
termos diferenciais podem ser obtidas de operações envolvendo expansões em séries 
ele Taylor para as funções e suas deriva.das. Define-se o erro de truncamento associ-
ado corno sendo ela. ordem elos termos clezprezados nas expansões em séries. Deste 
modo, dada uma grandeza característica P, variando no tempo e no espaço, podem 
ser obtidas expressões de diferenças finitas para as derivadas pareia.is de quaisquer or-
dens, e com erros associados de 0(61;6:r),0(612;il.1:2), etc. Conforme a.s opera.ções 
efetua.elas, estes esquemas envolvem valores ele P em pontos diferentes ela ma.lha, 
caracterizando assim esquemas progressivos - envolvendo apenas pontos posteri-
ores; centrados - envolvendo os valores da. função em um rneslllo número de pon-
tos anteriores e posteriores; ou regressivos - envolvendo apenas pontos anteriores. 
Observe-se a.inda que a modelação via. diferenças finitas pode emprega.r esquemas 
explícitos - quando os valores num ponto no passo de tempo /. = (n + 1 )e:./ sào cal-
culados apenas em função dos valores em pontos no tempo t = nil.t; ou implícitos -
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quando os valores de pontos vizinhos no tempo de simulação l = (n + 1 )ll.t têm um 
determinado peso no cálculo do valor da função em cada ponto. Neste último caso, 
demonstra-se que as ponderações do esquema de cálculo influenciam direlarnenle na 
estabilidade numérica ( o capítulo 5, na seqüência, apresenta uma discussào sobre a 
estabilidade numérica dos esquemas de diferenças finitas utiliza.cios na solução elas 
equações ele Saint- Venant - item 5.4). 
O método cios elementos finitos provém cio método ele Galerkin o qual, por sua 
vez, é um dos chamados métodos ele resíduos ponderados. Da.ela. uma grandeza P. 
variando no tempo e no espaço, e regida por uma. equação diferencia.], L( P) = O, 
assume-se como solução aproximada do problema. uma função do tipo 
N 
P0 = L ai'f,j 
j=O 
onde 'Pj são funções ele aproximação, linearmente independentes, e a1 sào pMãmelros 
a. serem determinados. Entrando-se agora com Pa na equação diferencial original 
observa-se que L (Pa) fc O = ê. Os métodos de resíduos ponderados consistem, 
basicamente, em distribuir este erro ou resíduo em todo o domínio cio problema. 
• (D), escrevendo-se assim que 
Ío cpêdV = O 
onde cp é uma função de ponderação do erro. A diferença entre os métodos de 
resíduos ponderados reside, justamente, na escolha desta função de ponderação. 
Existem assim o método da colocação, o método dos momentos, e o rnélodo de 
Galerkin, entre outros. Este último caracteriza-se pela escolha das funções de 
ponderação idênticas às funções de aproximação. Observa-se no entanto que os 
parâmetros aj, por determinar, são desprovidos de significado físico, o que resulta 
em sérias limitações à esta aproximação (ver Abbott, 1989). Substituindo-se alter-
nativa.mente aj por Pj, correspondente aos valores de P nos pontos nodais j de um 
dado elemento - e, portanto, à solução desejada do problema - pode-se então 
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entender os valores de </>1 como funções de interpolação. Tem-se assim o chamado 
método dos elementos finitos, utilizando-se comumente funções de interpolação li-
neares ou quadráticas. 
A partir desta visão sumária dos métodos de diferenças finitas e elementos finitos 
podem ser observadas algumas questões relevantes no tocante à modelação numérica 
dos escoamentos. A solução das equações de Navier-Stokes via diferenças finitas, so-
bretudo nos casos a duas e três dimensões, empregando esquemas implícitos; requer 
a solução, a cada passo de tempo, de sistemas matriciais de equações os quais, ern 
função da geometria do problema em estudo, e das exigências relativas à ,nalha, po-
dem resultar em modelos extremamente onerosos, pelo espaço de memória e tempo 
de processamento requeridos. O mesmo se verifica nos casos de modelação via e-
lementos finitos. Ocorre porém, no primeiro caso, a possibilidade de se empregar 
técnicas especialmente desenvolvidas para tornar os algoritmos de cálculo bem ma.is 
eficientes, tanto em termos de espaço de memória. ocupado, como de t.empo clf' proces-
samento requerido, resultando assim em modelos ma.is econômicos. Estas técnicas, 
infelizmente, não se a.plicam a.os esquemas de elementos finitos. Deste modo, di-
versos problemas a. duas e três dimensões, pa.ra. os quais, conforme assinalado an-
teriormente, a. cliscretização em elementos finitos é mais apropriada - descrevendo 
melhor os contornos físicos do problema. - estão a.inda sujeitos a limitações quanto 
às possibilidades de simulação, por serem os modelos disponíveis, em a.lg11ns casos. 
extremamente dispendiosos. 
3.2 - PRINCÍPIOS GERAIS DO ESQUEMA ADI ("ALTERNATE DI-
RECTION IMPLICIT") 
O esquema ADI tem por objetivo promover um desacoplamento do cálculo das 
diversas variáveis do problema, através de procedimentos exclusivamente numéricos, 
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visando uma ma10r simplicidaded computacional. lnt.roduziclo por Peaceman e 
Ra.chforcl em 1955 é comumente utilizado em modelação a duas dimensões via 
diferenças finitas. A partir ele valores conhecidos das grandezas do problema no 
tempo t = nf:,.t são escritas equações discretas que, numa direção arbitrada, per-
mitem o cálculo dos valores característicos em um tempo intermediário, l = 
(n + 1/2) t,.t; a partir daí, tomando-se a outra direção, calculam-se os va.lores finais, 
no tempo t = (n + 1) t,.t. Deste modo, reduz-se o problema a soluções múltiplas 
de sistemas envolvendo matrizes tridiagonais, os quais podem então ser tratados 
de modo mais eficiente, como por exemplo empregando-se o método ( algoritmo) de 
varredura dupla. 
Conforme assinala Abbott (1989), o algoritmo de varredura dupla pode ser con-
siderado como um caso particular do método ele eliminação gaussiana para a solução 
de sistemas matriciais. Para uma dada grandeza P, variando no tempo e no espaço, 
sendo conhecida uma relação discreta implícita no tempo da forma 
A P n+l + B pn+l + e pn+I - D i i+l i i i i-1 - i (3.1) 
estabelece-se um sistema matricial para a. soluçâ.o ele P a. cada pont.o i ( variando clr-
i = 1 ai= ii) no tempo t = (n + 1) t,.t, onde a matriz principal é do tipo matriz 
banda, com 3 diagonais não nulas - matriz tridiagonal. O esquema de varredura 
dupla consiste em assumir uma relação linear ent.re P;+ 1 e P;, no t.ernpo n + 1. 
introduzindo deste modo duas variáveis discretas independentes adicionais, E; e F;, 
escrevendo-se então que 
Operando-se com estas duas equações pode-se estabelecer que 
-C\ 
E;-1 = ----'--




,,, _ D; - A;F; 
1'i-1 -
A;E; + B; (3.4) 
Assim, a partir da condição de contorno conhecida em i = ii, podem ser estabele-
cidos os valores de E;;_ 1 e F;;_ 1 ; e a partir destes, empregando-se sucessivamente 
as equações 3.3 e 3.4, todos os demais valores discretos de E e F. a.t.é o ponto 
i = 1. Sendo dado um contorno conhecido neste ponto, calculam-se então, através 
da equação 3.2, os valores de P, desde i = l até i = ii, no tempo n + 1. Daí o nome, 
varredura dupla, pelo fato de se percorrer a malha, sucessivamente, nu111 e noutro 
sentido. 
Dado que o tempo de processamento depende, essencialmen \e, do porte dos sis-
temas matriciais a serem resolvidos - e da eficiência dos algoritmos empregados 
para tanto, fica evidente a superioridade de um modelo via diferenças finitas em-
pregando o esquema ADI/Varredura Dupla, em relação a um outro, via elementos 
finitos, sob esse ponto de vista. 
3.3 - ESTABILIDADE NUMÉRICA 
Considerando-se as condições iniciais para. a simula.ção numérica ele um da.do 
problema., as condições de contorno conhecidas, e da.dos intervalos ele espaço e 
tempo fornecidos (éi.x e éi.t) chega-se, a.pós um dado tempo ele simulaçào TS, aos 
parâmetros que caracterizam uma. concliçào final elo problema. A solução elo pro-
blema é assim da.da pelos valores calcula.elos a cada ponto discreto no t..-mpo e no 
espaço. Considerando-se a.gora a gama ele todas a.s combinações possíveis de 6.s: e 
éi.t para fins de modelação, pode-se definir um conjunto de soluções que conduzem 
àquela condição final, a partir de uma mesma condição inicial dada. Um esquema. 
numérico para a solução de modelos matemáticos é dito estável, se todas as soluções 
contidas neste conjunto possuírem valores finitos, para todo e qualquer elemento 
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considerado - ver Abbot (1989). 
Destart-e, dado um sistema de equações diferenciais que definem o modelo ma-
temático concebido para um problema físico qualquer, sua. solução atra.vés ela clis-
cretizaçã.o espaço-temporal ele um dado domínio de interesse - solução numérica 
- envolve algoritmos de discretização que caracterizam os chamados esquemas 
numéricos; esquemas estes que encerram, via de regra, um determinado grau de 
instabilidade numérica. É possível, no entanto, verificar analiticamente sob que 
condições um dado esquema numérico apresenta-se estável. A principal ferramenta 
matemática utilizada neste tipo de análise são as transforrna.clas ele fourier, a par-
tir de expansões em séries de Fourier. A chama.da análise ele Fourier estabelece 
uma "ponte" entre a.s equações diferencia.is parciais, contínuas, e sua. representação 
numa forma discreta, correspondente às equações numéricas; pode-se assim in-
vestigar o modo como as respostas ao equacionamento discreto diferem daquelas 
decorrentes das equações contínuas (conforme Abbott, 1989). Em função destas 
análises são estabelecidas as chamadas condições de estabilidade de u111 esquetna 
numérico. Estas condições estabelecem em geral limitações para a fixação cios inter-
valos de discretizaçã.o espaço-temporal, de modo a assegurar a estabilidade do es-
quema - fixando-se, por exemplo, intervalos de variação permissíveis para. o número 
de Courant, NC, diretamente proporcional a !:i.t/ !:i..,. 
Uma discussão detalhada a esse respeito pode ser encontrada. em Abbot.t e Basco 
(1989). O modelo desenvolvido para. o presente trabalho ele investigações sobre 
a viabilidade de um esquema analitico-numérico ele desa.coplamento mostra-se, 11a 
prática, bastante estável, não tendo sido assim desenvolvidas auálises teóricas de 
estabilidade para os esquemas utilizados. No capitulo 5, porém, Pstã.o ilustrados 
alguns casos de instabilidade numérica, para simula.ções em condições extremas da.s 
ma.lhas de discretização. 
* * * 
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Capítulo 4 
Desacoplamento via Substituições 
Sucessivas 
Conforme discutido no capítulo anterior, o desacoplamento do cálculo das elevações 
do nível d'água e das componentes da velocidade reduz os modelos numéricos de es-
coamentos à solução consecutiva ele sistemas tridiagonais, com significativa redução 
do espaço de memória requerido e do tempo de processamento, resultando assim 
em custos computacionais bem mais baixos. O presente capítulo apresenta um 
esquema numérico para a solução elas equações cio movimento - equação ela co11-
tinuidacle e equações dinâmicas - através de sucessivas substituições na equação da 
continuidade, permitindo desta forma o desacoplamento. 
O objetivo último do esquema proposto é possibilitar o desacoplamento para 
esquemas de elementos finitos, mais eficazes na representação dos contornos de um 
corpo d 'água irregular. Estes esquemas são usualmente empregados na modelação 
a duas ou três dimensões e carecem ainda, conforme assinalado, ele algoritmos mais 
eficientes para a redução dos custos computacionais e, inclusive. a viabilização ela 
modelação de determinados problemas de grande complexidade (sobretudo nas áreas 
ele estudos relacionados à qualidade do meio-ambiente). 
O presente trabalho, no entanto, objetiva definir a viabilidade numérica cio es-
quema proposto, através de pesquisas preliminares, tendo-se concentrado esforços 
na modelação de canais de maré lD, para os quais foi desenvolvido um modelo 
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desacoplado completo, em contraposição a um modelo acoplado convencional. A 
exaustiva análise de casos utilizando um e outro modelo leva a algumas importantes 
conclusões quanto à eficácia e aos cuidados necessários no emprego desta. técnica ele 
desacoplamento. 
Destarte, discute-se a segull' o desenvolvimento teórico detalhado para a for-
mulação de um modelo lD, e seu desacoplamento, indicando-se a partir daí os prin-
cipais passos para a extensão da técnica ele substituições sucessivas aos casos de 
modelação 2DH e 3D. A forma final do modelo para canais ele maré lD, bem como 
sua aplicação em comparação com o modelo acoplado é apresentada na seqüência, 
no capítulo 5. 
4.1 - CASO UNIDIMENSIONAL (lD) 
4.1.1 - Canal Lagunar 
O modelo matemático de escoamento longitudinal em canais é dado pelas equações 
da continuidade e dinâmica lD, também chamadas equações de Saint-Venant ( capítulo 
2, equações 2.15 e 2.16). 
Toma-se como exemplo um canal lagunar, conforme mostrado esquematicamente 
na figura 4.1, identificando-se: 
• NMM - nivel médio do mar; 
• T - período ela onda de maré; 
• h - profundidade em relação ao N MM; 









FIGURA 4.1: Canal Lagunar - Planta e Perfil esquemáticos 
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A vazão lateral qL = O. O termo de atrito pode ser modelado pela expressão de 
Darcy-Weissbach - sendo .f um coeficiente de atrito empírico e R o raio hidráulico 
da seção transversal (ver capítulo 2, item 2.5). As equaç.ões governantes a.sssumem 
. -assim as expressoes: 
continuidade 
conservação da 







8u 8u 817 fulul -+u- = -g- - ---
8t 8x 8x 8 R 
( 4.1) 
(4.2) 
Estas equações são a base do modelo numérico desacoplado desenvolvido neste tra-
balho, conforme apresentado no capítulo ,5. A condição de contorno"ª c111bocaduril 
com o mar é sempre do tipo 77(t) dada, correspondendo à oscilação de maré ern 
relação ao NMM. A condição mais usual na outra extremidade do canal especifica 
uma relação entre 17(t) e u(t), como por exemplo, fornecendo-se um hidrograma 
afluente. 
4.1.2 - Equações Discretas no Tempo 
Procede-se então à discretização temporal das equações anteriormente apresen-
tadas, empregando-se para tanto esquemas usuais com erro associado de O(t..t 2). 
Segundo Rosman (1987), para os termos não lineares que podem ser escritos corno o 
produto de duas funções lineares, pode ser utilizada a chamada fatoração irnplícitil. 
Assim, dada uma grandeza P = P(x, t), cuja derivada temporal é- expressa corno o 
produto de Ll e L2 - funções linerares de P - tem-se que: 
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onde L'; corresponde ao valor de L; no tempo t = n!lt, e L'[+l ao valor de L; no 
tempo t = (n + l)!l/,. Observa-se que, caso L 1(P) ou L 2(P) seja uma constante 
recai-se no esquema de Crank-Nicholson. 
Para os termos não lineares que não podem ser expressos deste modo, representando-
os como 
ôP 8t = N(P).L(P) 
onde N ( P) é uma função não linear de P, ainda segundo Rosman ( 198 7), pode-se 
adotar o seguinte esquema de discretização: 
Note-se também que, se N(P) for constante recai-se no esquema de Crank-
Nicholson para L(P), e se L(P) for constante obtém-se o esquema ele Aclam-Baschfort 
ele segunda ordem para N ( P). 
Obtêm-se assim as expressões da continuidade e ela, conservação da quantidade 
de movimento discretas no tempo: 
continuidade 
conservação da 
quantidade de movimento 
2 ( n+I n) n+l 0Un n Ôun+l - u -u +u ~-+u --= 
t::.t âx âx 
( 4.4) 
Estas equações são a base de quaisquer modelos numéricos para canais de maré 
lD, devendo ser expressas numa forma discreta no espaço, para aplica,;ào d u ina dada 
malha de pontos escolhida. É a partir daí que se pode então optar por um esquema 
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acoplado convencional, ou lançar mão de um de processo analítico de substituições 
para desacoplamento dos cálculos, conforme apresentado nos itens a seguir. 
4.1.3 - Modelo Acoplado 
O desenvolvimento de um modelo acoplado, convencional, consiste simplesmente 
na discretização espacial das equações do movimento para o estabelecimento de um 
sistema implícito a cada passo de tempo, com duas equações discretas para cada 
ponto de uma dada ma.lha onde se desejam obter os valores da velocidade e da 
elevação do nível d'água, u e T/, respectivamente. Utilizam-se então, para os ponto:; 
intermediários, esquemas de diferenças centradas, com erro associado de O(L'..1:2 ). 
Assim, 
pk pk 
i+1 - i-1 
2f'..T 
onde pk é uma grandeza discreta no tempo k, variando espacialmente, e os índices 
i + 1 e i - 1 representam pontos discretos no espaço. 
Observe-se que, para os pontos inicial e final da discretização espacial devem 
ser empregados esquemas de diferenças finitas com a mesma ordem de grandeza do 
erro associado. Nestes pontos porém, urna ou outra equação é substit.uida. por urna. 
condição de contorno que pode ser, de uma forma geral, a explicitação rlr 11ma da.s 
grandezas envolvidas, de suas derivadas parciais, ou a.inda. uma fu11çáo rela.cicrnamlu 
estes valores. Em se tratando da rnodelaçáo do escoamento em cana.is lagunares, 
buscando-se conhecer os valores da velocidade u e elevação do nível d' água T/, é co-
mum a especificação da variação das elevações do nível d' água com o tempo na embo-
cadura do canal no mar, e de uma relação entre as grandezas características na outra 
extremidade (como por exemplo, fornecendo-se um hidrograma afluente). Entre-
tando, visando-se a apresentação do esquema de desacoplamento proposto, através 
da formulação de modelos perfeitamente equivalentes, com ou sem desacoplamento, 
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não são consideradas, por ora, as equações concernentes ,ws pontos extremos. cu10 
tratamento matemático pode ser feito de forma análoga. No capítulo .S, a seguir, e11.1 
que se trata da formulação e aplicação do modelo desacoplado para canais de maré 
lD, sã.o apresentadas então as formulações completas considerando os diversos tipos 
possíveis de condições de contorno, e discutindo-se em detalhes as limitações assim 
impostas à técnica. de desacoplamento. 
Chega-se assim, com a. introdução do esquema. de discretizaçã.o espacial na.s 
equações governantes discretas no tempo (4.:3 e 4.4) à.s seguintes expressões: 
continuidade 
B n n+1 B (! + n ) n+I - i-1ut-1"li-1 - i-1 ii-1 11i-1 ui-1 B 4L'>.T ,_,+l + ~-11 
' 61 ' 
conservação da 
quantidade de movimento 
(46x A 1·) n . n-1) n n ,.LlX ...,'l.lt - lli n+l 6t + u,+1 + u,_, +. 4 2Rn - Rn-1 u, 
' ' 
n+l n n+l 46x n ( n n ) fL'>X l u;' 1 n + 9'l/i+1 + u, u,+1 = Mui - g 'l/;+1 - 'l/i-1 - . 4Ru; 
' 
( 4 .. ) J 
( 4.6) 
O modelo acoplado convencional consiste pois na a.plicaçã.o direta. destas equações 
a uma dada malha de N pontos resultando, a cada. passo de tempo, num sistema 
definido por uma. matriz de dimensões 2N x 2./V com 7 diagonais não nulas. rnnfornw 
indicado na figura 4.2. 
4.1.4 - Modelo Desacoplado 
O primeiro passo para o desacoplamento proposto é a explicita.çã.o, na. equa.çã.o 








2Nx2N 2Nx1 2Nx1 
FIGURA 4.2: Esquema Matricial para o Sistema de Equações do Modelo Acoplado 
da elevação do nível d'água no mesmo instante de tempo, e de valores conhecidos 
destas grandezas nos tempos anteriores. No entanto, é necessário sul)stit.uir nesta 
equação o termo em ôun+I /ôx, escrevendo-se então: 
Ô n+l a _u _ __ (? n _ n-1) 
ÔX - ÔX -U U 
Assinala-se aqui que esta é, na verdade, a única modificação a ser introduzida na. 
formulação das equações para o desenvolvimento do esquema desacoplado, conforme 
será possível observar na. exposição a seguir. Ma.is que isso, a expressão anterior cor-
responde simplesmente a uma. alternativa. matemática válida para o tratamento do 
termo que, devido à discretização temporal, exprime tào somente a metade do termo 
a.dvectivo de inércia. da equação dinâmica (ver capítulo 2, it.c111 2.1 ). P0<l<--sc a.ssi111 
afirmar que a. representação matemática do escoamento adotada para o clesenvolvi-
mento do modelo desa.copiado em pouco, ou quase nada, difere daquela comumente 
emprega.da para os modelos acopla.dos convencionais, conforme apresentado no item 
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anterior. Com isto, é possível chegar a uma expressão para un+i na forma 
(4.7) 
onde 
Esta expressão pode então ser substituída na equação da continuidade discre-
ta no tempo (4.3), procedendo-se em seguida à discretização espacial ela mesma, 
empregando-se para tanto um esquema ele diferenças finitas com erro associclaclo de 
0(6x2 ), da mesma forma que para o modelo a.copiado. Como resulta.cio obtém-se 
uma equação discreta a qual, aplicada aos N pontos ele urna malha pré-definida, 
possibilita o cálculo implícito dos valores ele elevação do nível cl'água, ele forrna 
desacoplada. Para os pontos intermediários, esta substiuição ele (4.7) em (4.3), e 
sua discretização espacial através de um esquema de diferenças centradas resulta. 
numa equação onde apenas os valores ele r7(x;, t) são incógnitos. 
B n } n+l [B 46x B. 4 " l "+1 ,_,u;_1 1/;_1 + ;61 + ; Ll.x o;g (·17, + h,) 1/; + 




2 u" - u" f 1 2u" - ·u."-' 1 )-' + 1+1 J-1 + , J J 
t.t 2t.,, 8 ·)R" - R"-' - ') ) 
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/3 4L'i.x n ( n n ) f L'i.x I u'j I n n (· n n-1 j = L'i.t uj - g 1/j+i - 1]1_1 - - 4- Rn u1 - u 1 2u1+1 - ·u1+1 
J 
-2uª +u'.'-') J-1 ;-1 
sendo j = i - 1, i ou i + 1. 
Os valores de elevação do nível d'água calculados através desta equação podem 
então ser substituidos numa das duas equações governantes discretas no tempo e 
no espaço - equação da continuidade ( 4.5) ou equação da conservação da quanti-
dade de movimento (4.6) (conforme apresentadas para o desenvolvime11tu cio moclelu 
acoplado no item anterior). Esta substituição resulta numa equação discreta a qual, 
aplicada novamente aos pontos da malha, permite o cálculo clesacoplado das veloci-
dades. 
Deve ser observado que, no cálculo das elevações do nível cl'água foram utilizadas 
ambas as equações, da continuidade e da conservção da quantidade de movimento, 
substituindo-se esta naquela. Ocorre no entanto que, para o cálculo das veloci-
dades, sendo conhecidos os valores de elevação cio nível d'água, necessita-se apenas 
de uma das equações. A escolha recai na equação da continuidade, visto ser esla 
uma condição essencial a ser preservada na modelação cio escoamento. Verificou-se, 
na prática, que com esta opção também se obtém uma maior eslabilicla.cle numérica 
do modelo, conforme será visto no capítulo seguinte, quando ela discussào sobre 
a aplicação do modelo desacoplado, em comparação com o acoplado convencional. 
Assim, sendo os valores de 17"+1 conhecidos, pode-se reescrever a equaçào da con-
tinuidade discreta no tempo e no espaço ( 4.5), mantendo-se do lado esquerdo apenas 




X Pi bi 
P=u,11 
Nx1 
FIGURA 4.3: Esquema Matricial para o Sistema de Equações do. Modelo 
Desacoplado 
O modelo desacoplado consiste assim na solução sucessiva de dois sistemas ma-
triciais tridiagonais cujas matrizes principais, para uma dada malha com N pontos, 
são de dimensões N X N cada uma. É o que mostra a figura 4.:3. 
4.1.5 - Análise Comparativa 
A formulação completa de um modelo lD para canais de maré, incluindo o equa-
cionamento de diversas alternativas para as condições de contorno conhecidas, é 
objeto do capítulo 5, na seqüência. Observa-se porém, em funçào da formulação 
ora apresentada, que ambos os modelos, na prática, fornecem resultados pratica-
mente idênticos e, para os problemas usualmente modelados desta forma, são de 
porte equivalente, podendo ser utilizados inclusive em equipamentos do tipo micro-
computadores pessoais. 
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Apesar disso, são evidentes as diferentes concepções dos algoritmos apresentados, 
que em termos de processamento traduzem-se pelas diferentes características dos 
sistemas matriciais de equações lineares resolvidos a cada passo de tempo (figuras 
4.1 e 4.2). 
O espaço de memória requerido para a solução computacional dos modelos é 
função do número de elementos que compõem as matrizes a serem processadas, va-
riando naturalmente com o número de pontos da discretização fornecida. E também 
sabido que o tempo de processamento de tais modelos dependerá, basicamente, do 
tempo gasto pela rotina de solução de sistemas matriciais empregada, sobretudo para. 
problemas de grandes dimensões. No caso das matrizes tipo banda, ou seja, matrizes 
que podem armazenadas tomando-se apenas os elementos de um certo número de 
diagonais não nulas, acima e abaixo da diagonal principal, o processarnento pode 
ser efetuado ocupando um espaço de memória bem menor, e de modo mais rápido, 
operando-se com vetores reduzidos. Em se tratando de matrizes tridiagonais --
matrizes tipo banda onde apenas a diagonal principal e as duas adjacentes sào não 
nulas - podem ser empregadas técnicas ainda mais eficazes, tais como o método ele 
varredura dupla, descrito no capítulo anterior. 
Para os modelos ora em questão, os esquemas apresentados nas figuras 4.1 e 4.2 
consideram apenas o equacionamento elos pontos intermediários ela discretização, 
conforme anteriormente assinalado. A rigor, a imposição das condições de con-
torno acrescentam aos sistemas algumas diagonais; em conseqüência, as matrizes elo 
esquema clesacoplaclo não são tridiagonais. Em vista disso optou-se, em ambos os 
modelos, pelo emprego de uma mesma rotina. pa.ra a solução de matrizes tipo banda. 
O algoritmo fornecido pelo pacote ele rotinas denominado LINPACK (Dongana et 
al, 1979) pode ser considerado um elos mais eficientes disponíveis atualmente, sendo 
o tempo de solução dos sistemas estimado como diretamente proporcional a n1v1mt1 , 
onde n1v1 é a dimensão da ma.triz quadrada, e m1v1 a metade do número ele diagonais 
.5] 
não nulas da matriz (bandas). 
Deste modo, podem ser avaliadas, a grosso modo, as principais diferenças entre 
ambos os modelos apresentados, no que concerne ao espaço de memória requerido 
número de elementos não nulos da matriz - e tempo de processamento. em funçáo 
de uma mesma malha com N pontos discretos para cálculo da elevaçáo cio nível 
cl'água e velocidade média. É o que mostra o quadro a seguir. 
MALHA COM N PONTOS: Espaço ele Memória Tempo ele processamento 
cá.lculo acoplado 14N 2.IV X 32 = lSN 
cálculo desa.copiado 2 x 3N = 6N 2x(Nxl 2 )=2iV 
redução percentual 60% 90% 
Apesar dos resultados comparativos apresentados vale a afirmaçáo ele que, para 
modelação lD, ambos os modelos são praticamente equivalentes na prática. Isto 
porque, quanto ao ganho em espaço de memória, embora se possa chegar efetiva-
mente a cerca ele 60%, isto pouco representa para a maioria cios casos que se· qureirarn 
estudar, visto que dificilmente o número de seções de um canal fornecidas para 
análise atinge um valor tal que torne o espaço ele memória um fator lirnit.ante ao 
processamento, mesmo em micro-computadores pessoais. Quanto ao tempo ele pro-
cessamento, o ganho percentual assinalado é uma aproximação teórica, difilmente 
atingido na prática para problemas modelados desta forma. De fato, segundo Don-
garra et ai (1979), a estimativa do tempo de processamento pode ser bastante in,pre-
cisa nos casos em que nM e/ou mM são pequenos, ou da mesma ordem de grandeza 
- a maioria dos problemas relativos a escoamento em canais, utilizando modelação 
lD, recai nestes casos, invalidando as estimativas apresenta.elas, tanto para um corno 
para outro modelo. 
Ainda assim, os números a.presentados servem como um indicativo concret.o das 
vantagens do algoritmo desa.copiado sobre o acoplado convenciona.!. i\llc;smo para 
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problemas lD, em estudos eventualmente requerendo uma exaustiva discretizaçào 
dos canais, e/ou dispondo de sérias limitações de equipamentos, o modelo de-
sacoplado pode vir a ser uma ferramenta bastante útil. Importa no entanto o fato 
do desacoplamento proposto prescindir de qualquer simplificação nas hipóteses para 
modelação, obtendo na prática resultados perfeitamente equivaleuLe,; ao,; do modelo 
acoplado. Destarte, vislumbra-se a possibilidade da extensão desta técnica aos casos 
a duas ou três dimensões, com base nos mesmos princípios e obtendo, aí sirn. gauhos 
reais para a simulação numérica, com influência direta nos custos computacionais. 
4.2 - EXTENSÃO DA TÉCNICA DE DESACOPLAMENTO À MODE-
LAÇÃO MULTIDIMENSIONAL 
A partir do caso exposto do desacoplamento dos cálculos de elevaçóes do nível 
d'água e velocidades para modelação de canais, é possível destacar os princípios da 
técnica proposta, estabelecendo os procedimentos necessários à sua exl.ensà.o para. 
aplicação em modelação multidimensional, inclusive via elementos finitos. 
A discretização temporal das equações governantes via diferenças finitas resulta 
em expressões cujos termos incógnitos~ expressos no tempo/ = (n + 1 )61 - sã.o as 
grandezas fundamentais do problema e suas derivadas espaciais. Para possibilitar o 
desacoplamento dos cálculos é preciso, antes de se proceder à discretizaçào espacial, e 
independentemente do método ou esquema escolhido para tanto, explicita.r cada unrn 
das componentes da velocidade a partir das equações dinâmicas. Isto se faz mediante 
a substituição dos termos que envolvem derivadas espaciais destas componentes por 
diferenciais de funções envolvendo apenas termos conhecidos, nos tempos anteriores: 
ou seja, efetuando-se nestes, e apenas nestes casos, extra.polaçóes do tipo 
= ô (2P" - p"-') 
ôx 
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onde P = u, v, w, conforme a equação utilizada - componente que se deseje explici-
tar. 
As expressões assim obtidas para cada componente da velocidade podem então 
ser substituídas nas demais equações, num processo progressivo, de forma que se 
possa obter, a partir das discretizações espaciais que se seguem, sistemas desacopla-
dos para a socução de cada variável do problema ao longo de toda a malha. EsLe 
processo vai depender do número e da forma das equações utilizadas, 11,otivo pclu 
qual são detalhados a seguir os principais passos no desacoplamento cios cálculos 
para modelos 2DH e 3D. 
4.3 - CASO BIDIMENSIONAL HORIZONTAL (2DH) 
4.3.1 - Equações Discretas 
Conforme apresentado no capítulo 2, item 2.:3.1, as equações governantes para os 
escoamento integradas na profundidade (2.12 e 2.13) podem ser escritas na forma 
continuidade 
a'l a a 
-+-Hu+-Hv = O 
ôt ôx Ôy 
conservação da 
quantidade de movimento 





+- - - +- \. -+-1 { ô [Hf{ (2ªu)] ô [HJ., (ªu ôv)]} H p ÔX xx Ôx Ôy xy Ôy (/.T 
1 [( · 2 ) ( 2 2))/2 l + H p ParCaUJO(x) - Cf U + V U 
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conservação da 
quantidade de movimento 






1 { a [ (ªv 8u)] a [ ( 8v)]} + Hp 8x HKyx 8x + 8y + 8y HK"" 2ay 
1 [( 2 ) ( 2 2) 
1
/
2 l + H p ParCaUlO(y) - Cf U + V V 
( observação - os termos de tensão de vento na superfície e tensão de atrito no 
fundo foram substituidos pelas expressões igualmente indicadas no capítulo 2). A 
modelação numérica dos escoamentos parte, usualmente, da discreti;,;açào temporal 
destas equações via um esquema de diferenças finitas; utilizando-se, como no caso 




quantidade de movimento 
na direção OX 
2 a n 8 n+I a n 8 n+I 
( 
n+l n) n+1 1l n U n+l 7.l. 11 U -u -u +u -.-+u--+v -.-+v-.-= 




quantidade de movimento 
na direção OY 
:y [ui+ ryn) I<yy ( 2~vyn) l}} + 
( 11 j) 
1 [ 1 1 l ( 2 ) C J [ n 2 n 2] l /2 n p (h + ryn+l) + (h + ryn) ParCaU10(y) - (h + ryn) (u ) + (v ) V -
No caso da modelação via elementos finitos. o primeiro passo pa.ra a solução 
do problema consiste em escrevê-lo na forma integral. resultando na chamada for-
mulação residual ponderada das equações governantes ( ver capíLulo :J). A di,-
cretização temporal da formulação residual ponderada pode ser efetuada através 
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dos esquemas ora empregados, resultando em equações cujos integrandos correspon-
dem às equações discretas apresentadas - 4.10, 4.11 e 4.12. 
Isto feito, parte-se para a subdivisão do domínio do problema em um numero 
finito de elementos, substituindo-se então as equações governanles na forma integral 
pelo somatório das equações integrais aplicadas a cada elemento. A discretizaçào 
espacial é dada pela escolha das funções de interpolação que definirão a geometria 
dos elementos e as demais grandezas. 
Não se pretende aqui detalhar o equacionamento discreto via elementos finitos 
ou qualquer outro método para a solução dos problemas de escoamentos 2DH. mas 
apenas indicar os passos necessários à solução desacoplada dos mesmos. Neste in-
tuito, é suficiente assinalar que a discretização espacial resulta, necessaria.rnenle, ern 
equações que podem ser escritas, através de uma notação compacta, como: 
continuidade 
conservação da 
quantidade de movimento 
na direção OX 
conservação da 
quantidade de movimento 
na direção OY 
Ylu0+1 + Y2v0+1 + Y:3112/ 1 = VO 
O detalhamento das expressões de C'i, X ieYi, deste modo, além de ser função 
dos métodos e esquemas particulares adotados em cada modelo. torna-se secundá.rio 
para a compreensão da exposição que se segue, sendo por esla. razào 0111it.ido no 
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presente texto. É suficiente ter em mente que tais operadores são sempre funções 
exclusivas de parâmetros expressos em tempos anteriores, e portanto conhecidos; 
e que cada variável discreta representa na verdade um conjunto de valores destas 
variáveis em diferentes pontos da malha. Ou seja, que cada termo das equações 
anteriores pode ser expandido, como por exemplo, 
Xlujj+l = (Xl)iu~+l + (Xl hu;+i + ... 
Torna-se assim bastante simples a expos1çao e compreensa.o da.s surPss,vas o-
perações de substituição necessárias de forma a se estabelecer, de modo seguro e 
inequívoco, os procedimentos que viabilizam o desacoplamento pretendido. 
4.3.2 - Esquema de Desacoplamento 
Conforme assinalado no item 4.2, o desacoplamento parte da explicitação das 
componentes da velocidade, un+i e vn+i, tomando-se para tanto as equações dinâmicas 
(nas direções OX eOY, respectivamente). A equação 4.11, devidamente modificada, 
onde necessário, permite assim obter a seguinte expressão para un+i: 
onde: 
Q = 2 Ôun { 2Cf [( n)2 ( n)2] 1i2 -+-+ U + V -
,6.t Ôx h + 71n 
___ e~!'---- [(2u" - un-1 )2 + (2vn - vn-1 )2] 1/2} 
h + 271n - r,n-1 
âu" 




- - , 2- u - " - + ] 1 { 8 }' 8 (2 n n 1) 
P h + 21]" - 1/n-l &x xx &x 
-J(x -(2u" - un-l) + -(2v" - v"-1) 8 [ª 8 ]} 
&y Y &y &x 
1 1 a,,n+l 
/33 = - h 
1 
Kxx(2u" - 1,.n-l )-
8
-










_ (2v" - v"-')] 
p + 21]" - 1/" y . ,,. 
f3o = 2 n n 8 (2 n n-1) n 8 (2 n n-1 8 n n n -u -u - u _,, -v - u _,, -g-_-1] +"v + 
!:;.t &x Dy &x 
1 1 {~ [hf( 2~ (2u" - 1ln-l)) 
P h + 21]" - 1/n-1 &x xx &x 
~ [ hKxy :Y (2u" - Un-l) + :X (2v" - vn-l )] } + 
1 1 { 8 [ ( &u")] ph+7J" &x (h+1J")Kxx 2 &x + 
8 [ (&u" &v")]} &y (h + 1J")Kxy &y + &x + 
1 ( 1 1 ) ( ·2 ) C'J [ 2 2] 1/2 n 
p h + 27]" _ 1/n-1 + h + 1]" ParC'aUIO(x) - h + 1/" (un) + (vn) U 
A expressão para v"+1 , obtida da equaçào ,J.u, é e111 luJo cL11àlvg;a à dlll<TÍu1. A 
partir destas expressões é possível propor um esquema. de desa.coplament.o, a.través 
de substituições sucessivas. As substituições sào feitas, como no caso 1 D, prelimi-
narmente à discretização espacial; esta. última., qualquer que seja o método ou es-
quema empregado, resulta em equações discretas conforme a.presentadas anterior-
mente (item 4.3.1), porém envolvendo a.penas uma. variável discreta por vez (170+1. 
uv+\ ou Vv+l ), permitindo assim a. solução desacoplada. de cadd uma. dela.s. E o que 
se apresenta a seguir, de forma. itemizada.. 
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1. Equação da Continuidade discreta no tempo ( 4.10) 
__, C(un+l,vn+1,,t+1) = O 
2. Equação da Conservação da Quantidade de Movimento na direção OX discreta 
no tempo (4.11) 
__, MX(un+1,vn+1,,t+1) = O 
2A. Explicitar un+I na equação anterior 
--, un+l(vn+1,,t+1, e suas derivadas espaciais) (4.13) 
3. Equação da Conservação da Quantidade de Movimento na direção OV discreta 
no tempo (4.12) 
---> MY(un+l,vn+1,1t+1) = O 
3A. Explicitar vn+l na equação anterior 
--, vn+l ( un+l, 17n+l, e suas derivadas espaciais) 
4. Substituir, alternadamente a cada passo de tempo, 
[3A] em [2] ---> un+1(17n+ 1, e suas derivadas espaciais) 
[2A] em [3] ----> vn+ 1(17n+ 1, e suas derivadas espaciais) 
observação - as explicitaçãoe são possiveis porque as equaçóes obtida,; em [2A] 
e [3A] não incluem derivadas espaciais de ·u"+ 1 e v"+'. 
5. Substituir, alternadamente a cada passo de tempo, 
[3A] em [l] ----> C( un+l, 17"+1) 
[2A] em [l] ----t C(vn+l,'7n+IJ 
6. Calcular 17n+1, substituindo ( alternadamente a cada passo de tempo) 
[4] em [5] ----> C(if+1 ) = O 
observação - o cálculo de 77"+1 é feito através da solução cio sistema de equações 
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desacopladas decorrente da discretização espacial da expressão diferencial obtida, 
na forma: 
7. Substituir, alternadamente a cada passo de tempo, [4] em [l]----> C'(v"+', 7J"+') 
8. Calcular, alternadamente a cada passo de tempo, vn+I eu"+', substituindo, 
r/"+1 ( de [6]) em [7] --> C( vn+I) = O / C'( un+I) = O 
observação - a partir da discretização espacial, resolvem-se os sistemas rk 
equações obtidos: 
C2vô+1 = (C2)iv;+i + (C2)2v;+' + ... = (C'O),, 
C3uô+I = (C3)iu~+I + (C3),u~+I + ... = (C'O);;; 
9. Calcular, alternadamente a cada passo de tempo, un+I e ,,n+I, substituindo. 
observação - resolvem-se sistemas análogos aos do item [8] 
10. Voltar a [4] para o passo seguinte de tempo, até o lirnite para simulação. 
4.4 - CASO TRIDIMENSIONAL (3D) 
4.4.1 - Equações Discretas 
Conforme apresentado no capítulo 2, itens 2.2. 1 e 2.2.2. as equações gov1ernant.es 
para os escoamento 3D (2.7, 2.10 e 2.11) podem ser escritas na forma 
continuidade 
au av aw -+-+-=0 ax ay az 
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conservação da 
quantidade de movimento 
na direção OX 
Du Ô7] !1 1 (ÔTxx ÔTxy ÔT,.,) -=-g-+ v+- -+-+-
Dt àx p àx ày àz 
conservação da 
quantidade de movimento 
na direção OY 
Dv Ô7] !1 1 (ÔTxy ÔTyy ÔTy,) -=-g-- u+- -+-+-
Dt ày p àx Ôy àz 
CCCSL 
à,7 Ô7] à,7 -+u-+v- = w 
àt àx ày 
sendo esta última - condição de contorno cinemática na superfície livre ~ vá.lida 
apenas em z = 1). 
Procede-se então à necessária discretizaçào temporal elas equações clinámirns nas 
direções OX e OY, empregando-se os mesmos esquemas de difcren,a.s a11t.,-riurn1e111.,· 
detalhados, obtendo-se assim: 
continuidade 
conservação da 
quantidade de movimento 
na direção O X 
2 à n Ô n+I C> n e, n+l ,1 n 
(4.14) 
( 
n+l n) n+l U .n 1l n+10U nU'll n+10ll 
- U - U + U -- + U -- + V -- + V -- + U.' --+ 
/',t; àx àx ày ày àz 
(4.15) 
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1 [ Ô ( n+l n) + Ô ( n+l + _n) _,_ () (-"+ 1 + _,, )] p ax Txx + T:i;x ôy T.cy 1 :ry ' dz 1 ;·: 1 J:: 
conservação da 
quantidade de movimento 
na direção OY 
CCCSL 
( 4. 16) 
2 Ô]" Ô17n+l U'I" i) ,,+ 1 
-(r(+I - 1() + un+l - 1 - + Un __ + vn+i _l_ + v" - 1-1- = u.,n+I + u-" ( :1. l 7) 
!:,. t âx âx ây Ôy 
Os princípios para a aplicaçã.o do método cios elementos finitos são os 111t'SJll(>s j,i 
detalhados quando da apresentação cio caso 2DH - forn1ula,ào residual pu1Hk-r,1· 
da, discretização temporal via diferenças finitas ( conforme as eq uaçoes a.n t.eriores). 
subdivisão do domínio do problema em um número finito ele elementos para dis-
cretização espacial das equaçoes, e escolha das funçoes ele inlerpolaçào. 
Qualquer que seja o método de discretizaçào espacial empregado, ou os esquemas 
adotados, as expressões resultantes, constituindo-se no próprio modelo nnmPrico. 
podem ser notadas na forma: 
continuidade 
Cl uí:t' + C2va+I + C3wa+ 1 = co 
conservação da 
quantidade de movimento 
na direção O X 
conservação da 
quantidade de movimento 
na direção O Y 
CCCSL 
Onde os coeficientes são funções de parâmetros conhecidos ( definidos nos tempos 
anteriores), e as variáveis discretas sâo definidas em difere11 tes po11tos Jd 111dl11d. 
4.4.2 - Esquema de Desacoplamento 
Adotam-se aqui os mesmos procedimentos já detalhados para o caso 2D 1-1, obte11Jo-
se expressões explícitas para un+i e vn+l a partir das equações dinâmicas nas direções 
OX e OY discretas no tempo (4.1.5 e 4.16, respectirnrncnl.c). Obsc1Ta-s.· <1iwh q,w 
o valor de wn+l pode ser explicitado diretamente a partir da equaçáo Jd co11diçáu 
de contorno cinemática na superfície livre discreta no tempo ( 4. 17), SPlll nenhuma 
substituição prévia. Propõe-se assim um esquema de desacoplamento, apresentado a 
seguir de forma itemizada, aonde se busca, através de substiuições sucessivas, chegar 
a formulações discretas envolvendo apenas uma variável por vez. o que equivale a 
dizer, a sistemas desacoplados para o cálculo de un+I, vn+l, wn+I, e ,t+1. 
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1. Equação da Continuidade discreta no tempo 
__, C(un+1,vn+1,wn+1) = O 
2. Equação da Conservação da Quantidade de Movimento na Direção 0)( dis-
creta no tempo 
----t MX(un+l, vn+I, wn+1, 1/n+I) = o 
2A. Explicitar un+i na equação anterior 
----t un+i ( vn+1, wn+l, 7/n+l e suas derivadas espaciais) 
3. Equação da Conservação da Quantidade de MovimeuLo na Direçào UY Ji,-
creta no tempo 
----t MY( un+i, vn+i, wn+i, 7/"+i) = O 
3A. Explicitar vn+I na equação anterior 
----t vn+1(un+1, w"+ 1 , 7/n+I e suas derivadas espaciais) 
4. Equação da Condição de Contorno Cinemática na Superfície Livre discreta no 
tempo 
-----+ S(un+1,vn+1,wn+I,17n+1) = o 
4A. Explicitar wn+I na equação anterior 
-----+ wn+ 1 (un+ 1 , vn+1 , 17n+I e suas derivadas espaciais) 
5. Substituir, alternadamente a cada passo ele tempo. 
5.1. [2A] em [l] ----t C(vn+1,wn+l,7)n+I) = O 
[3A] em [l J ----t C( un+i, w"+ ', 7/n+!) = O 
5.2. [2A] em [3] ----t MY(v"+I, w"+1, ,7"+1 ) = O 
[3A] em [2] ----t MX(un+l,wn+',7)"+ 1 ) = O 
5.3. [2A] em [4] ----t S(vn+ 1 , wn+1, 17"+1 ) = O 
[3A] em [4] ----t S( un+!, wn+', 17n+!) = O 
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5.2A. Explicitar vn+I / un+I em [5.2] 
----+ vn+l ( wn+l, 1/n+l e suas derivadas espaciais) 
----+ un+1 (wn+ 1 , 1/n+I e suas derivadas espaciais) 
6. Substituir, alternadamente a cada passo de tempo, 
6.1. [5.2A] em [5.1]----+ C(wn+l, 1/n+l) = O 
6.2. [5.2A] em [5.3] ----+ wn+l('ln+I) 
7. Calcular 1/n+l, substituindo, alternadamente a cada passo de tempo. 
[6.2] em [6.1] ----+ C('ln+I) = O 
observação - obtém-se assim um sistema desacoplado para o cálculo de ,}"+ 1 , 
dado por: 
Cl('lf/1 ) = (Cl)i!/;+1 + (Clh'l;+ 1 + ... = (CO); 
8. Substituir 
8.1. 1/n+l (de [71) em [2]----+ MX(un+ 1 ,vn+',wn+I) 
8.2. 1/n+l ( de [7]) em [3] --, MY ( un+i, vn+ ', wn+I) 
Neste ponto, deve ser observado que as equações discretas no tempo 
[1] C(un+l,vn+l,wn+I) = O 
[8.1] Mx(un+1, vn+', wn+I) = O 
[8.2] My(un+1,vn+1,wn+I) = O 
para a solução das incógnitas restantes, un+l: 'Un+l e Lun+ 1 , são µcrfciL-t111c11tc a.11<:i.logas 
às equações governantes discretas no tempo para o caso 2VH, que tern por iucógnitas 
un+i, vn+I e 1)n+l _ O esquema de desacoplamento, portanto, segue daí em diante os 
mesmos passos indicados para aquele caso - conforme item 4.:3.2., até [9]. No passo 
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seguinte de tempo, volta-se a [.5] no esquema ora indicado, resolvendo-se novamente 
o problema 3D de modo desacoplado, até o limite de tempo para simula~ão. 
* * * 
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Capítulo 5 
Modelo com Cálculo Desacoplado 
para Canais de Maré lD 
O presente capítulo apresenta um modelo para canais de maré 1 D com cá.lCLdo 
desacoplado de elevações do nível d'água e velocidades através de substituiçóes su-
cessivas na equação da continuidade, conforme o desenvolvime11to leóricu proposlu 
no capítulo anterior - o problema a ser modelado é aquele introduzido no item 
4.1.1. 
Inicia.lmente, são discutidas as hipóteses de modelaçào e os tipos de cou<liçàes 
de contorno usuais em estudos desta natureza. A seguir, apresenta-se urn lllodelo 
acoplado convencional para este caso, desenvolvido por Rosman para análises does-
coamento no canal do Jardim de Alah, que fa;.c a liga.çào da ld.gud íludri!',u, I<' Fn·iL,, 
com o mar, no füo de Janeiro (Calixto, 1990). Discute-se então o desenvolvimento 
completo do modelo desacoplado, a partir da formulação apresentada no capitulo 4, 
item 4.1.3, enfocando-se os aspectos numérios mais relevantes para a programação, 
com base no trabalho de pesquisa ora desenvolvido. Este trabalho, couforrne assi-
nalado, objetivou a avaliação da viabilidade da técnica. de desacoplamenlo proposta 
a partir da investigação do caso de modelação lD. Por fim, sào aprPsenta<los e 
discutidos os resultados de diversas simulaçóes empregando um e outro 111o<lelo. 
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5.1 - O PROBLEMA EM ESTUDO 
Os diversos parâmetros característicos dos canais de maré !D são mostrados, de 
forma esquemática, em planta e perfil, na figura 4.1 do capítulo 4, item 4. l. l. O 
escoamento é governado pelas chamadas equações de Saint-Venant ( capítulo 2, item 
2.4). 
A geometria do canal é considerada como invariante no tempo (modelo de fundo 
fixo), sendo porém possível fornecer valores da largura superficial B e da profundi-
dade em relação ao NMM (nível médio do mar) h variando espacia.lmente de forma 
discreta. Não são consideradas contribuições ou perdas ao longo do canal. as quais. 
caso necessário, podem ser traduzidas pela inclusã.o na equaçã.o da continuidade de 
uma vazão lateral qL (ver capítulo 2, item 2.4 ). 
As condições de contorno usuais sã.o a especificaçã.o da variação do nível d'água do 
oceano na embocadura do canal - 'l/ = T/o, e da vazão no lado da lagoa (extremidade 
interna do canal). Considerando que no mar e na lagoa as profundidades e veloci-
dades sã.o tais que as perdas por atrito são ínfimas, e que o tempo de propagação da 
onda de maré desde a entrada da lagoa até o ponto interno mais extremo é pequeno 
em relaçã.o ao período da maré, pode-se admitir que a superfície da água na lagoa 
permaneça praticamente horizontal, ou seja, que a maré esteja sempre em fase den-
tro da lagoa. Admitindo-se também, como hipótese simplificadora., que os espelhos 
d'água da lagoa na baixa.mar e na preamar tenham aproximadamente a mesma área 
Ab, a condiçã.o de contorno no lado da lagoa pode então ser escrita como: 
( .5 .1 ) 
onde o índice N indica que as variáveis são tomadas na última seçao transversal 
do cana.! considerada na modelação. Neste caso, o fucionamento da lagoa pode ser 
entendido de modo análogo ao de um pistão, oscilando em funçã.o da carga exercida 
na outra extremidade do canal e das condições de escoamento ao longo deste. Um 
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modelo matemático assim estabelecido pode ainda ser utilizado, para uma geometria 
simples do problema em estudo, fornecendo-se seções transversais ao eixo principal 
do escoamento que adentram na lagoa, até um limite que se julgar convenient.e para a 
área remanescente. Se isto for feito até o desenvolvimento completo do eixo principal 
estabelecido para o escoamento, considerando-se então Ab = O, tem-se na prática 
uma condição de hidrograma afluente nulo na extremidade do canal. A condição 
de contorno que fornece, ao invés da área superficial de Ltma lagoa, um hidrograma 
afluente, é tratada a seguir. 
Sendo conhecidas as vazões afluentes no tempo em uma dada seção transversal. 
distante um certo comprimento da embocadura do ecinal no mar, pode-se então 
simular o escoamento ao longo deste comprimento, escrevendo-se como concliçào de 
contorno nesta seção, a cada tempo do hiclrograma, a seguinte equação, discreta no 
tempo e no espaço 
(5.2) 
onde qN é o valor conhecido da vazao afluente no tempo k, dividido pela largura. 
superficial do canal na seção N, EN. 
Em ambos os casos, a formulação ela condição de contorno estabelece, na ver-
dade, uma relação entre elevação do nível d'água e velocidade na seçào considerada.. 
Fornecendo-se uma área superficial da lagoa. ou hidrogra.ma a.fluente nulos, iguala.rn-
se ambas as equações, sendo a. condição de contorno rigorosa.mente a mesma., con-
forme assinalado. As aplicações do modelo desa.copiado desenvolvido, a.presentadas 
na parte final deste capítulo, ilustram este e outros casos, utilizando uma. ou outra 
condição de contorno. 
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5.2 - PROGRAMA PARA O MODELO ACOPLADO 
O presente item trata das formulações discretas das equações governantes para 
o modelo acoplado convencional, a.presenta.nto o fluxograma de cálculo que serve de 
base para o programa. utiliza.do. Desenvolvido por Rosman a pari.ir da uecessida.de 
de modelação do canal do Jardim de Alah - que faz a. ligação entre a lagoa Rodrigo 
de Freitas e o mar, no Rio de Janeiro (Ca.lixt.o, 1990), foi assim bastante testa.do, 
a.presentando excelente convergência. e estabilidade numérica ... Justifica-se pois sua. 
escolha como referencial para o desenvolvimento de um modelo 1 D desacopla.do, 
análogo nos formatos de entrada e saida, permitindo urna análise comparativa de 
desempenhos. 
5.2.1 - Seções Intermediárias 
Tomando-se a embocadura no mar como a referência inicial do cá.Indo discreto 
(seção transversal número 1 - S'l), e caminhando-se em direção à lagoa com incre-
mentos constantes iguais a ilx, até uma da.da seção "final" do canal (seção transver-
sal número N - SN), é possível chegar-se a uma. formulação discreta das equações 
da. continuidade e da. conservação da quantidade de movimento, válidas a cada sec;,í.o 
tranversal intermediária, Si. Empregando-se esquemas de diferenças cent.rn<las co111 
erros associados para as discretizações temporal e espacial de O(ill 2 ) e 0(6.i:2 ), con-
forme detalha.do no capítulo anterior (item 4. 1.2), obtêm-se as seguintes espressões 
discretas no tempo e no espaço (4.5 e 4.6): 
continuidade 
B n n+l B (h +. n ) n+I - i-1Ui-I1Ji-l - i-l i-1 'li-1 1Li-l 
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B4:'.l..r. n+, 
+ ' 61 I/; 
conservação da 
quantidade de movimento 
Observa-se, na equação dinâmica, que o termo 2Rf - R7- 1 exprime, na verdade. 
o valor do raio hidráulico no tempo n + 1. Sendo este uma função não linear da. 
elevação do nível d'água, seria. a rigor ma.is exato, a.o invés de utilizar dirct.anient.,-· 
esta extrapolação temporal, extrapolar-se primeiro o valor de.,,;•+', que pode eutào 
ser empregado no cálculo de R';+'. Tal procedimento contribui pouco, ou quase nada, 
para a otimização do modelo acoplado; mostra.-se porém. na prática. relevante parn 
a melhoria das condições de convergência e estabilidade cio modelo desacoplado, 
sendo por esta razão aqui mencionado. 
5.2.2 - Seção 1 (Embocadura no Mar) 
Na embocadura do canal com o mar são conhecidos os valores de elevações cio 
nível d'água. O programa do modelo acopla.do considera, como cont.orno na seção 
inicial, Sl, uma dada curva de maré, da forma: 
NCH ?,rt 
'71 (t) = L Ak sin ----
k=l Tk + Fk 
(.5.:J) 
onde Ak é uma dada amplitude de oscilação do nível d'á.gua em relação ao NMM 
(nível médio do mar), Tk o período, e Fk a fase, referidos à k-ésima componente 
harmônica da maré (sendo NCH o número de con1pone11tces l1arn1ô11icas da 111a.rc'). 
Esta expressão é na verdade uma igualdade que resolve direla.ment.e os va.lores de 
elevações do nível d'á.gua em SI a qualquer tempo dado, restando a.ssi111_ rn1110 
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incógnitas, os valores das velocidades no tempo. Deve portanto ser utilizada. ern 
substituição a. uma. elas equações governantes em SI. 
Opta-se pela. manutenção da equação ela. couservaçào da 4u,1.11t.idark de 111u1·i-
mento para o cálculo das velocidades tomando-se então a. expressão discreta no 
tempo, conforme formula.da. no capítulo anterior, item 4.1.l (equa.çà.o 4.4): 
conservação da 
quantidade de movimento 
2 a n a n+l 
( 
n+l n) n+I '1.l n 7.L - u -u +u --+u ---= 
t:,.t ax ax 
A discretiza.ção espacial desta equação para a seçà.o inicia.! exige, evidentemente. 
um esquema. progressivo de diferenças, devendo ser mantida. a. rnesrna ordem ele 
grandeza. do erro associa.do, 0(6x2 ). Para uma. dada. grandeza. P . discreta. no 
tempo k, calcula-se então a. deriva.da em OX como sendo: 
Aplicando-se este esquema. a.os termos em 17 eu na equa.çâo (4.4). chega-se a: 
-3g17n+I + -- - 6 - un + 4un - un + f___:_:_ - ,., - 11 . u"+' 
(
46x 61· 1 'h" l ,,-l 1) 
1 t:,.t 1 2 3 4 2R,, _ F/."- 1 , 
4.6.x n . n n n llx 1 'U-~ 1 
-u - 9 (-:311 +417 -·,7 )-I---t:,.t , , , 3 4 Rn l 
( 5.4) 
As expressões 5.3 e 5.4 permitem assim o equacionamento discreto de 51, sendo 
os parâmetros da. primeira. equa.çâo fornecidos cOlllü o culll.urnu cu11l1ccidu du cscud-
mento na. embocadura. com o mar. 
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5.2.3 - Seção N (embocadura na Lagoa) 
O programa para o modelo acoplado considera ainda corno co11diçào d" rn11tur11u 
na outra extremidade do canal uma lagoa com área superficial a.proxirna.clamenle 
constante. A oscilação elo nível d'água na lagoa é assumida como sendo uniforme, 
e corresponde igualmente à variação da. elevaçào elo nÍvf'I cl'ág11a ,rn úll irna ,Pc;à.o 
transversal considerada. do canal, SN. A expressão ma.temática. de uma tal concliçà.o 
é dada pela equaçà.o 5.1, conforme assinalado anteriormente. Procedendo-se entà.o à 
discretização temporal desta. equaçà.o, através de u!lla es4 ucJ1ia de l"at.ora<;iu, i "' plíci l.d 
- com erro associado de O( 6t2) ( ver capítulo 4, item 4 .1.1). obtém-sP: 
( 
2Ab n) n+I (h . + n) n+! _ 2A, , " f . " 
BN!:it - UN 1/N - ·N 1/N UN - B,v!:it - 1/,v + /.,v ll,v ( .s. 5) 
Esta equação, discreta no tempo e no espaço, relaciona valor<cs ele 11N e 'IN no tempo 
t = (n+l)!:it, devendo assim substituir uma.elas duas equações governant,·s ,,a seção 
SN. 
A escolha, mais uma vez, recai na subtituição da equaçao ela continuida.cle. 
mantendo-se a equação ela conserva.çà.o ela qn,rnlidade rle 11101·i111'-'11\u rn11,o ,·011,-
plementar. A expressà.o desta equa.çà.o discreta. no tempo é dada pela equação 4 .2. 
apresenta.da. no capítulo 4, item 4.1.l - aqui reproduzida no item anterior. Sua 
discretização espacial para aplicação à última seçào considerada cio esrnall If'll \() 110 
canal requer um esquema regressivo de diferenças finitas coir1 <-'ITO associado igual. 
mente de O(!:ix2 ): 
3Pt, - 4P):.,_ 1 + Pt-2 
26x 
onde pk representa uma grandeza qualquer, discreta no tempo k. A aplica~ào deste 
esquema à equaçào 4.2 resulta em: 
3 n+l (4/:;.x n . n _ ·_)" + 1. /:;.:,; 1 °2'UN - ll;y- l 1) 91/N + "t + 6 - 'UN - 4uN - l + UN 




46.x n ( n n n 6:1: J v.;t· 1 
--ui\, - g 37/N - 4'7N - ] + 1/N - 3 ) - f---
1':,.t · 4 R~ 
('J.Ci) 
As expressões 5.5 e 5.6 permitem assim o equacionamento discreto ele S N, sendo 
o parâmetro Ab ela primeira equação fornecido como o contorno conhecido cio escoa-
mento na embocadura com a lagoa. 
5.2.4 - Fluxograma de Cálculo 
As equações apresentadas nos item 5.2.l a 5.2.3 constituem um único sistema 
fechado para a solução das elevações do nível d'água e das velocidades em cada seçào 
transversal de um dado canal lagunar, devendo ser conhecidos: 
• L - comprimento total do canal para. si rnulaçào; 
• J - coeficiente de atrito de Darcy-Weissbach para as paredes do canal; 
• N - número de seções transversais consideradas; 
• B - largura superficial de cada seção transversal; 
• h - profundidade média de cada seção em relação ao NMM; 
• NCH - número de componentes harmônicas da maré; 
• T,A,F - período, amplitude e fase de mela componente; 
• Ab - área superficial da lagoa; 
• !':,.t - intervalo de tempo de simulação; 
• 'ln, .,,n-l - elevações do nível d'água em cada seção, nos tempos t 
t = (n-l)!':,.t; 
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n!':,.t e 
• un ,un-t - velocidades em cada seção, nos tempos 1. = n6.t. e 1 = (11 - 1 )6.1 .. 
Podem-se assim calcular as elevações do nível d'água e as velocidades no tempo 
t = (n+l)6.t, em cada seção transversal, conforme o fluxograma de cálculu 111oslra.du 







CALCULA 6.x = N~t 
,, 
SEÇÕES TRANSVERSAIS 





(i = laN) 
LÊ ·u'.' u~i-1 ·17!t ,,1·'.1-1 
t ) J 1 t l 1 
i = laN 
MONTAGEM DA MATRIZ (2N x 2N) 
E DO VETOR INDEPENDENTE (2N x 1): 
NÓ 1 - Contorno e Cons. do Movimento 
NÓS 2 A N-1 - Continuidade e Cons. cio Movimento 
NÓ N - Contorno e Co11s. cio Movirne11to 
SOLUÇÃO DO SISTEMA 
~ 1.t·+I 1/~+1 
' ' ' 





FIGURA 5.1: Fluxograma de Cálculo para o Modelo Acoplado 
Para a solução do sistema matricial de equações o programa cio modelo acoplado 
utiliza uma subrotina altamente eficiente para a resoluçào ele matrizes ba11da. prove-
niente do pacote de subrotinas conhecido corno LIN PACI< ( Donga.1Ta C'\ ai. 197())_ 
Outro procedimento de cálculo utiliza.cio, de forma opcional, é a fi I t ragem cios 
resultados a. cada. passo de tempo. O filtro substitui cada valor ca.lculado da elPva.,).o 
do nível d'água e da velocidade, em cada seção transversal, por uma média ponde-
ra.da entre estes e seus vizinhos adjacentes. O peso do valor obtido para a própria 
seção no cálculo da média pode ser fixado, a cada simulação, entre O, .50 e O. 95, 11ào 
sendo admitidos valores fora desta faixa. A filtragem é um procedimento comum 11a 
modelação numérica, e visa. reduzir "ruídos numéricos", tornando a variação espacial 
dos resultados mais "bem comportada". Os valores nas fronteiras não sã.o incluidos 
neste processo de promediaçã.o. 
78 
5.3 - PROGRAMA PARA O MODELO DESACOPLADO 
A partir da concepção de um método de desa.coplarnento dos cálculos de eleva-
ções do nível d'água e velocidades, via substituições sucessivas na equação da .. con-
tinuidade, apresentada no capítulo anterior, foi desenvolvido urn 111udelo tlesacopladu 
para canais de maré lD, cujo programa possui, basicamente, as mesmas caracterís-
ticas principais daquele desenvolvido para o modelo acoplado convencional. As 
formulações discretizadas e o fluxograma ele cálculo elo modelo para a programação 
são apresentadas nos itens a seguir. 
5.3.1 - Seções Intermediárias 
a) Cálculo das Elevações do Nível d'Água 
Para as seções transversais intermediárias - S'2 a SN -1. utilizando-se urn 
esquema de fatoração implícita para a discretizaç.ào temporal elas equações da con-
tinuidade e da conservação da quantidade ele movimento - com erro associcla.clo 
de 0(6.t2), e explicitando-se o valor de un+J nesta última, para. substituição na 
equação da continuidade, chega-se, através ela discretizaçào espacia.l via esquie111a ele 
diferenças centradas, também com erro de 0(6x 2 ), à seguinte equação discreta para 
o cálculo das elevações do nível cl'água (capítulo 4. item 4.] .:1): 




2 8u'J .f l 2u'J - u';-' I 
( )
-1 
ª 1 = t:,.t + 8x + 8 Rj"+Ii• 
2 8" Jl"I a f3· = -u~ - g_.!}j_ - _ ___:!:j_un - un- (2un - u1.1 - 1 ) 
1 t:,.t 1 ôx S R;' 1 1 8x 1 1 
sendo 
para j = i - 1 ou i + 1 
Esta equação difere daquela apresentada. no capítulo 4 ( 4 .S ). pela consideração 
do termo R(n+i)•, teoricamente equivalente a. 2R" - R"- 1 , porém acarretando, na 
prática., um melhor desempenho do modelo desa.copiado, conforme menciona.do no 
item 5.2.1. 
Observe-se ainda que, para uma. da.da. seção Si, esta equa.çà.o inclui termos em 
a e /3 correspondentes às seçôe Si - 1, Si e Si+ 1. Deste rnodo, vist.o que estes 
parâmetros incluen1, por sua vez 1 derivações espaciais ele 'I e u. deve111 S(-'r ôdota.dus 
esquen1as progressivos de difereu~as Íillit,a.s para os Lermos n,_ 1 e ,ô1_1. (!Llé-UJdo i = l; 
esquemas regressivos para os termos a,+1 e /3,+ 1 quando .,: = N - 1: e esquemas 
centrados, indistintamente, nos d ema.is casos. Conseqüen te111en te. a eq ua.<,:ào '5.,. 
a.pesar de válida. para todas as seções tra.nsversa.is intermediári<ts, S'2 a. S N - 1. 
assume formulações distintas para. S2, S3 a. SN-2, e SN-1. As expressoes para n 
e /3 discretos no tempo e no espaço, e111prega.ndo-se os equema.s de diferenças finita.s 
detalha.dos anteriormente, são: 
-3u; + 4u2 - u3 
2/':,.x 
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f I')_" __ "-_' 1 )-1 __::-Ui - Ui 
+ 8 R(n+l)• 
' 
--u~/\~' _-__ u~,'~' -~' __ u~N~-~2 + . ~ u N - u N O'.,V = - + ( 
2 3 n 4 n + n /' 1 '). n . n-1 
6..t 26..1: 8 F/.~;+' I· 
{3,v 
ft:,.1 1 uN 1 ,, -----u -
4 Rn N 
N 
46,.x n ( 3 n n n ) 6,.t 'U,v - g 1/,v - 41/N-I + T/,v_ 2 
n (6 n 8 n + 2 n 3 n-1 + 4 n-1 n- 1 ) UN UN - 11 N-1 UN-2 - UN 11·/V-l - ·uN-2 
b) Cálculo das Velocidades 
Uma vez conhecidos os valores das elevações cio nível cl'água en, cada seça.u 
transversal, no tempo n + l, o problema ela cletenninaçào das velociclacles reduz-se 
simplesmente à aplicação de uma elas equações governantes. com os lern1us ern ,(+ 1 
situados do lado direito ela igualdade. Conforme assina.lado 110 capítulo -1. i lt ·111 1. 1 .:l. 
esta escolha recai na equação ela con tin uiclacle. Testes prel i I n ina.n,·s re,d izados ,., 11 [H< ,_ 
gando a equação da conservação da quantidade ele movimento indiu<.ran1 uma certa 
instabilidade numérica. do modelo desacoplado assim desenvolvi cio, com proble111as 
de convergência em dadas simulações, as quais podem ser efeluaclas sem problemas 
através do modelo acoplado. Importa, destarte, preservar a continuiclad<>. condiçáo 
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essencial dos escoamentos, procedendo-se às substituições sempre nesta e4uaçà.o - -
daí a expressá.o comumente empregada neste no presente t.raba.lho. "cálculo ci<-'-
sacoplado de elevações do nível d'água e velociclades via .substituiçóes st1<cssi1as 11<1 
equaçà.o da continuidade". 
A equação discreta para. o cálculo das elevações correspond,· assi 111 " pro1m;, 
equação utilizada no programa para. o modelo acoplado (e4uaçào 4.5); ou aiuda .. 
reescrevendo-a, passando para. o lado direito da igualdade todos os termos conhecidos 
(conforme capítulo 4, item 4.1.3), tem-se (equaçà.o 4.9): 
5.3.2 - Seção 1 (Embocadura no Mar) 
a) Cálculo das Elevações do Nível d'água 
O cálculo desacoplado das elevações do nível d'água conta. nesta seçao. com 
um fechamento inequívoco, dado pelos valores conhecidos de 17(1 ), que sã.o a própria 
condição de contorno do problema. Do mesmo modo que no rnoddo acoplcLclo, pode-
se incluir no problema urna equaçào de oscilaçào periódica do nível cio rnar devido 
à maré (ver equaçào 5.3). 
b) Cálculo das Velocidades 
Para o cálculo desacoplado das velocidades. embora uao se dispouha de 11111a 
condiçà.o de contorno específica, é possível estabelecer um problcnia fpchado. a partir 
dos valores conhecidos das elevações do nível d'água.. Utiliza-se, pelas 11ws111a., rMó,·, 
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já expostas, a equação da continuidade, que em sua forma discreta no t.ernpo ( ver 
capítulo 4, item 4.1.1) corresponde a: 
A discretização espacial desta equação, para aplicação e111 S 1, d<'1·c c11qrn·gM ,.,. 
quema progressivo de diferenças finitas com erro associado de U(~.r')- vf'r iten, 
5.2.2. Mantendo-se então do lado esquerdo da. igualdade apenas os termos em u"'+'. 
tem-se: 
(.5.8) 
5.3.3 - Seção N 
5.3.3.1 - Embocadura na Lagoa como Condição de Contorno 
a) Cálculo das elevações do Nível d'Água. 
Sendo o contorno do problema dado pela. e1nbocadura do canal e111 u111a. lagoa ou 
reservatório, pode-se formular matematicamente esta. condiç.ão a.través da equação 
5.1 (item 5.1). Conforme assinalado para o caso do modelo acoplado (item 5.2.:J), a 
discretização desta equação resulta em ( equação 5.5 ): 
Para o desacoplamento do cálculo, é preciso substituir nesta equação o valor de u'J/ 1 
por uma função de r]'j/ 1 . Toma-se portanto, da. mesma forma que para. as seções 
intermediárias, o valor de un+i obtido da equação da conservação da quantidade de 
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movimento discreta no tempo - ver capítulo 4, item 4.1.3 - dado pela expressão 
4. 7, que aplicada à seção N fornece: 
onde 
Ô,,n+I 
·1N r., = -c,Ng-
8
- + CiNfJN 
X 
-(2 âur,; [l2ur,;-u:Z,- 1 1)-I 
CiN - fi.t + âx + 8 R(n+I)• 
N 
ª -~ n_ â1]'j:;_[lu1-1I n_ n.§_(2.n_.n-,) 1-'N - A UN g Ô Rn UN UNÔ UN UN ut X 8 N X 
( 5.!.J) 
Procedendo-se então às derivações necessárias dos termos ele 5.9, através ele es-
quemas regressivos ele diferenças finitas com erro associado ele 0(2..r2) (rnnfur111,· 
mencionado no item 5.2.3), e subtituindo-se a expressão assim obtida para u;z,+1 na 
equação cio contorno discreta (5.5) chega-se finalmente à equação para o cálculo 
desacoplado de 'IN+l: 
CiN9 (h n) n+l [2CiN9 (h n J] n+l 
2fi.x N + 'IN 'IN-2 - 6.x N + 1/N 'IN-1 + 
(5.10) 
(sendo as expressões de c,N e f3N as mesmas fornecidas no item 5.3.1, alínea a. 
b) Cálculo das Velocidades 
Conhecidos os valores das elevações cio nível d'água na seção N, obtêm-se UN ex-
plicitamente, através da equação 5.5, utilizado-os então como concliçã.o ele contorno. 
5.3.3.2 - Hidrograma Afluente como Condição de Contorno 
a) Cálculo elas elevações cio Nível d'.l\.gua 
Sendo fornecido um hidrograma afluente na seçã.o "final" N, isto equivale, mate-
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maticamente, à equação ,5.2 (conforme assinalado na. introdução deste capítulo): 
k (h k ) k UN N + 1/N = C/,v 
onde q,v é a vazão unitária (por unidade de largura do canal) no tempo k. Sendo 
o hidrograma fornecido de forma discreta., os valores de q,v podem ser obtidos, a 
qualquer tempo, via interpolação. Pode-se então escrever, de forma. discreta no 
tempo que: 
n+l (h + n) + n (h + n+l) n + n+l UN N T/,v UN N 1/N = qN qN ( 5.11) 
Para o cálculo desacoplado elas elevações cio nível cl'água, substitui-se nesta. ex-
pressão a. equação 5.9, devida.mente discretizada para 5 N, cio mesmo modo que 
anteriormente (item 5.3.3.1, alínea a.); obtém-se assim a seguinte equação discreta: 
[
-3a.,vg(h n) n] n+l [4CY.,vg(/ n)] n+l 
26.x N + T/N + ·u,v 'IN + 26.x i,v + 1/,v "'IN-1 -
(5.12) 
b) Cálculo das Velocidades 
O cálculo elas velocidades para a. seção transversa.! S N, onde é dado o hidrograma 
afluente, e uma vez calculadas as elevações cio nível cl'água, é feito ele modo bastante 
simples, analogamente ao caso anterior ( emboca.dura na lagoa como condição de 
contorno), substituindo-se os valores conhecidos ele T/'// 1 na expressão matemática 
original da condição ele contorno, equação ,5.2. 
c) Dada a Curva (T/,v,u,v) xt 
Uma outra forma de introduzir a. condição de contorno na seção N, no caso de 
se dispor de uma curva-chave neste local, é obter diretamente nesta curva, para 
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cada vazão do hidrograma afluente, as elevações do nível d'água, podendo-se assim 
calcular também os valores da velocidade. O programa permite, como padrão de 
entrada, que se forneça, ao invés das vazões, uma curva (17, u) x t para SN. Os 
problemas de fechamento numérico ficam assim bastante simplificados nesta seção, 
sendo impostos, como contorno, os valores de 17')./1 e ·u;:.,+1 a cada passo de tempo, 
prescindindo de um maior cletalhamento. 
5.3.4 - Fluxograma de Cálculo 
As equações apresentadas nos itens 5.3.1 a 5.3.3 permitem a solução ele dois 
sistemas de equações consecutivos no tempo t = ( n + 1 )6.t - o primeiro para a 
determinação das elevações d nível d'água, e o segundo para as velocidades. Os 
dados necessários são os mesmos do modelo acopla.do (item 5.2.4 ), sendo que, como 
contorno na embocadura com o mar, podem ser fornecidos: 
• NCH - número de componentes harmônicas ela maré, e 
• T ,A,F - período, amplitude e fase de cada. componente; ou 
• 1)1 X t - curva de elevações do nível d'água no tempo. 
Como condição de contorno na outra extremidade do canal podem ser especificados: 
• Ab - área superficial de uma lagoa ou reservatório; ou 
• qN X t - hidrograma afluente numa da.da. seção transversal N; ou 
• (7JN, uN) x t - curva de elevações cio nível d'água e velocidades no tempo. 
O programa para o modelo desa.copiado, pode assim ser apresentado. de forma 









CALCULA 6x = N1~ 1 
SE,COES TRANSVERSAIS 
(i = laN) 
LÊ B,,h, 
CONDIÇÕES INICIAIS 
(i = laN) 





i = laN 
CÁLCULO DAS ELEVAÇÕES 
MONTAGEM DA MATRIZ (N x N) 
E DO VETOR INDEPENDENTE (N x 1 ): 
NÓ 1 - Contorno 
NÓS 2 A N-1 - Continuidade ( + Cons. da. Qua.nt. ele Movim.) 
NÓ N - Contorno ( + Cons. da Quant. de Movim.) 
CÁLCULO DAS ELEVAÇÕES 
SOLUÇÃO DO SISTEMA 
' 
- i = laN 
CÁLCULO DAS VELOCIDADES 
MONTAGEM DA MATRIZ (N x N) 
E DO VETOR INDEPENDENTE (N x 1): 
NÓ 1 - Continuidade 
NÓS 2 A N-1 - Continuidade 
NÓ N - Contorno 
t -88 
CÁLCULO DAS VELOCIDADES 
SOLUÇ.Ã.O DO SISTEMA 
ATUALIZAÇ.Ã.O 
FIM 
FIGURA 5.2: Fluxograma de Cálculo para o Modelo Desacoplado 
Para a solução dos sistemas matriciais adota-se também aqui um programa au-
xiliar proveniente do pacote de subrotinas denominado LINPACK (Dongarra et a.!, 
1979). A filtragem opcional dos resultados a cada passo de tempo foi igualmente 
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incluida neste programa, sendo porem posicionada, necessariarneuLe, logo apo:; a 
solução dos sistemas matriciais em cada caso. Assim, os valores de elevações do 
nível d'água utilizados no cálculo das velocidades correspondem, de forma rigorosa, 
àqueles que serão retidos para o processamento no passo de tempo seguiu te. 
5.4 - APLICAÇOES 
5.4.1 - Considerações quanto às Condições Iniciais 
A primeira questão que se coloca para a simulação de problemas práticos at.ra.vé:; 
dos modelos anteriormente apresentados diz respeito à.s condições iniciais. Conforme 
os algoritmos de cálculo apresentados - ver fluxogramas pa.ra o modelo acoplado 
e desacoplado, figuras 5.1 e 5.2 - é necessário, a cada passo de tempo. conhecer 
os valores característicos de elevações do nível d'água e velocidades em dois tempos 
anteriores .. Os valores. no tempo pré-anterior, na. verdade, têm influência restrita, 
afetando apenas o cálculo do termo de atrito na equação diná,nica ver <'qt1aC101Ja-
mento, itens 5.2 e 5.3. Assim sendo, e dada a pequena magnitude dos intervalos de 
tempo de simulação comumente empregados, justifica-se na prática o fornecimenLo 
de apenas uma condição; ou seja, quando o tempo anterior coincide com o tempo 
inicial (início da simulação), e apenas neste caso, os programas assumern que os va-
lores de elevações do nível d'água e velocidades no tempo pré-anterior sào idênticos 
àqueles do tempo anterior, isto é, aos valores fornecidos corno condiçào inicial do 
problema. Alternativamente, para fins de testes apenas, foram feitas simulações pre-
liminares utilizando este tipo de procedimento, obtendo-se com isso, algum tempo 
depois, valores característicos tabelados a cada passo de tempo, e com evoluçào 
temporal condizente com os resultados qualitativos esperados. Simulando-se então 
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novamente os mesmos casos, foram fornecidos aos programas os valores em dois 
passos de tempo consecutivos como condições iniciais do problema. Os resultados 
assim obtidos, em diversos casos simulados, apresentaram-se rigorosamente idênticos 
para as simulações preliminares e finais, comprovando assim que o procedimento de 
inicialização adotado nas versões finais dos programas ele cálculo é aceitável, sem 
nenhuma influência mensurável sobre os resultados. 
Ainda com respeito aos valores iniciais ele cálculo, esbarra-se na necessidade de 
conhecer, ao longo de todo o comprimento do canal, as elevações do nível d'água e 
velocidades médias num tempo qualquer, para início de simulação. Verifica-se 1m 
prática que, estando os canais ele maré sujeitos a inversões no fluxo e oscilações dos 
níveis d'água em relação ao NMM (nível médio cio mar), embora isto ocorra, a certos 
intervalos de tempo, de forma localizada em diferentes seções transversais, é válido 
fornecer, como valores inciais, elevações do nível cl'água e velocidades nulas em todas 
as seções discretas. Deste modo, sujeito às oscilações do nível d'água na primeira 
seção junto à embocadura no mar, e dada uma condição ele contorno pré-fixada na 
outra extremidade, o canal responde incontinenti, passando a apresentar as caracte-
rísticas esperadas de oscilações no escoamento. Nos casos em que a imposição ele 
condições iniciais nulas suscitar alguma dúvida quanto a,0s resultados quantitativos 
da simulação matemática, pode-se simplesmente extender a simulação numérica 
por dois ou mais ciclos de maré, quando, devido ao distanciamento, o escoamento 
"esquece" suas características iniciais, acomodando-se ao processo ele oscilação que 
lhe é imposto por fatores externos - a partir ele seus contornos. 
5.4.2 - Casos Simulados 
Objetivando-se neste trabalho a comparaçào de desempenhos elos modelos aco-
plado, convencional, e desacoplado proposto, toma-se por base um canal lagunar 
hipotético, conforme detalhado a seguir. 
91 
5.4.2.1 - Canal Lagunar 
Os principais dados relativos ao canal são: 
• extensão total - 905 m; 
• largura superficial - variando de 18, O m junto à embocadura no rna.r a 20, O m 
junto à lagoa; 
• profundidade em relação ao NMM - variando de 1, 20 m junto à embocadura 
no mar a 1, 60 m junto à lagoa; 
• coeficiente de resistência ao escoamento (Darcy-Weissbach) - O, 041. 
A condição de maré empregada na simula.çào, é dada por: 
• componentes harmônicas - 1; 
• período - 12 h; 
• amplitude - O, 5 m; 
• fase - 0°. 
Foram efetuadas entào diversas simulações com Ltm e outro modelo, fornecendo-
se como contorno na outra extremidade do cana.! uma lagoa com área. superficial 
média de 2, O x 106 m 2 . As variantes investigadas envolveram uma combina.çào dos 
seguintes casos: 
• número de Courrant variando aproximada.mente de 1, O a. 10, O (iJ.T = 4-5, 25 m 
e t,/, = 1 O s a 100 s); 
• utilizaçào ou não do mecanismo de filtragem; 
• dados relativos à onda de maré fornecidos de forma contínua ( ambos os mo-
delos) ou discreta (apenas para o modelo desacoplado); 
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• especificação como contorno junto à lagoa. do hidrograma gerado a partir de 
simulações em que se fornece a área superficial desta ( apenas pa.ra o modelo 
desacoplaclo). 
Após uma ga.ma de testes, em que se procurou explorar a.o máximo as possibili-
dades do problema numérico, podem ser feitas as observações que se seguem. 
• O modelo acoplado, conforme esperado, é bastante estável, simulando sem 
problemas os mais diversos tipos de discretiza.ção, com ou sem o emprego do 
mecanismo de filtragem; as diferenças relativas entre os valores de elevações 
do nível d'água e velocidades calculados em cada caso sào bastante reduzidas 
(da orgem de 1%, ou pouco mais), não sendo possível caracterizar simulações 
impróprias. 
• O modelo desa.copiado é menos estável, apresentando problemas de convergência 
em alguns casos - número de Courrant elevado, ausência de mecanismo 
de filtragem. Em outras situações, embora os resultados sejam qualitati-
vamente satisfatórios, verificam-se diferenças aparentemente acentuadas em 
relação àqueles obtidos com o modelo acoplado, sendo possível inferir a inade-
quação de algumas simulações. Com efeito, a análise das variações temporais 
cios parâmetros em cada seção permite concluir que estes erros, ou diferenças. 
são devidos mais a variações de fase do que de amplitude, variações estas de 
pequena ordem, apesar da repercussão sobre valores pontuais instantâneos. 
Isto ocorre nota.ciamente em função de definições de valores de contorno. 
• Ao se reproduzir com precisão as condições cio escoanwnLo 11as seçi>ces extre11Ja.s 
( condições de contorno), obtém-se um excelente desempenho cio modelo de-
sa.copiado, com resultados rigorosamente coincidentes com aqueles cio modelo 
acoplado ( diferenças da ordem de 1 % ). 
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Visando ilustrar o que foi dito antes, reproduzem-se aqui os resultados de simu-
lações com ambos os modelos, para um número de Courrant ela ordem ele 4, -5. O 
modelo acoplado tem como condições de contorno a curva ele maré dada na em-
bocadura com o mar, e a área especificada da lagoa. O modelo <lesacoplaclo toma 
igualmente a curva ele maré num extremo, mas considera porém o hiclrograma ger-
ado na última seção oposta, a partir ela simulação anterior. Em ambos os casos 
o mecanismo ele filtragem foi ativado. O gráfico da figura 5.3a mostra a variação 
temporal dos parâmetros característicos numa dada seção intermediária do canal, 
para um dado período ele maré. A figura ,5.3b apresenta. as variações espaciais destes 
mesmos parâmetros, ao longo ele todo o eixo do canal, em instante; ele tempo pré-
selecionados, correspondente; à preamar e baixa.mar ele um ciclo de ma.ré. 
Para condições extremas de simulação, adotando-se intervalos ele tempo bas-
tante dilatados, podem ocorrer problemas ele estabilidade numérica - ver capitulo 
3, item 3.3. Segundo assinalam Abbott e Basco (1989), que nem Lodos os casos ele 
soluções instáveis são devidos à inadequabilidade cio modelo numérico e parâmetros 
associados. Alguns fenômenos de instabilidade, segundo os autores, decorrern en, 
maior grau da física do problema, em casos onde os termos advectivos das equações 
governantes são responsáveis por uma forte não linearidade. Quando isto ocorre, 
seguem os autores, "mesmo uma onda harmônica simples propagando-se de um ex-
tremo a outro em um canal retangular irá gerar ondas com componentes harmônicas 
superiores (comprimento de onda= 1/2, 1/4, 1/8, ... ) à medida em que o tempo 
avança". Deste modo, a energia da onda vai sendo transfericl,1. para ondas mais 
curtas, acumulando componentes de ordem elevada. Em conseqüência. até mesmo 
um esquema numérico que em outros casos mostra-se estável, "pode apresentar 
oscilações irreais, à medida em que tenta se acomodar a este processo ... "'. Cst.a 
discussão é ilustrada pelas figuras 5.4.a e 5.4.b, onde se apresenta, para os modelos 
1Tradução pelo autor do original em Inglês 
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acoplado e desacoplado, respectivamente, a variação temporal dos parãmetros numa 
dada seção intermediária do canal. Em ambos os casos, os resulLados de sirnulaçóes 
para discretizaçóes com número de Courrant basta.nt.e elevados sào plotados contra 
os resultados esperados - para malhas de disxretizaçào usuais. Verifica.-se que o 
modelo desacoplado apresenta-se instável antes do modelo acoplado convencional. 
embora isto só ocorra para intervalos de discretização ba.stanLe superiores à.queles 
comumente adotados para modelos de escoamento em canais. 
5.4.2.2 - Sistema Canal-Lagoa 
Num passo seguinte, com fins à verificação cio desempenho do modelo dcsacopla.clo. 
optou-se por estabelecer um eixo longitudinal elo escoamento adentrando pela lagoa, 
preservando-se a área total ele cerca de 2, O x 106 m.2. Objetivou-se com isto obter re-
sultados equivalentes aos anteriores para o escoamento no canal, assegurando porérn 
um melhor nível de confiabiliclade cios testes, dado que a condição ele contorno re-
lativa à lagoa, antes fornecida de forma analítica, passou entào a ser ela.da. pela 
indiscutível condição física. de va.zào nula. no extremo oposto au canal. 
Os da.dos relativos à lagoa sã.o: 
• extensão do eixo cio escoamento - a.proxima.cla.men te 1:300 rn; 
• largura superficial - variando de 20 m (embocadura. do canal) a 2000 m na 
parte central, e permanecendo constante a.tê a última seção; 
• profundidade em relação a.o NMM - variando de 1, 60 m (embocadura cio canal) 
a 3, 50 m no extremo final. 
O modelo acoplado admite tal simulação fornecendo-se a área superficial re-
manescente da. lagoa, que é nula.. Já. o modelo clesacoplaclo permite que se forneça, 

























Canal: Elevacoes do NA e Velocidades ao longo do Tempo 
--------------------------1.5 
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FIGURA5.3b 
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Simul. e/ o Modelo Desacoplado: Instabilidades (NC = 13) 
-------------------------1.5 
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resultados, testados, foram rigorosamente equivalentes). As sirnulaçóes foram feitas 
com ili = 75 m e /:1, = 50 s - número ele Courrant ele aproximacla.rnc,nte 2, .5 ao 
longo cio canal e chegando a 4, O na lagoa. Empregou-se, em ambos os modelos. u 
mecanismo de filtragem. 
As figuras 5.5a e 5.5b apresentam os grá.ficos da variação ternpora.l cios 1><1rà11wl.rus 
característicos ao longo ele um dado período de maré, para. seçóes correspondenles a: 
embocadura no mar, 1/2 do desenvolvimento do canal e embocadura na lagoa. As 
figuras 5.5c a 5.5e apresentam a. variação espacial destes mesmos pa.riimct ros, desci,-· 
a embocadura no mar até o desenvolvimento completo do eixo do escoamento na. 
lagoa, para determina.dos instantes de tempo pré-selecionados ele um ciclo de maré, 
correspondentes a: meia maré enchente, preama.r, meia maré va.zanLe e ba.ixarnar. 
Em quase todos os casos observa-se, conforme esperado, urna. excelente superposiçào 
dos resultados das simulações empregando os modelos a.copiado e dcsarnplado. 
Ocorre porém uma significativa diferença. nos valores calcula.cios ela vdocicla.dc 
para a primeira seção transversal (embocadura no mar), a. cada início ele ciclo de 
maré, com repercussão ao longo cio canal. Esta. diferença., no ent.<111to. só P 1wrcebida 
a.través da observação das varia.çóes espaciais da velocidade nos Lernpos de 11wi;i n1d1·<'· 
enchente (figura 5.5d), passando desa.percebida 11unra. pri111eira. a.rriÍ.lise dd rnrva de 
variações temporais na seção inicial ou em outras quaisquer (figuras !i .. 'ia ,, -'i.-'íh). 
Mais que isto, esta discrepância desaparece rapidamente, nào sendo ma.is notada 
para os resultados de preamar (figura 5 .. 5c), embora reapareça a.o final do ciclo. Isto 
se explica pela a.ná.lise mais detalhada das curvas ele variações temporais as quais, 
apesar de praticamente coincidentes, apresentam com efeito míninrn.s variaçóes df' 
fase, responsá.veis por estas discrepâncias. Pode-se assim concluir que ta.is clifereuças. 
apesar de acentuadas em termos absolutos, são bem menos relcvarrt.es do q11e possam 
parecer. 
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FIGURA 5.5d 
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Capítulo 6 
Conclusões e Recomendações 
A técnica de desacoplamento proposta, via substituições sucessivas na equaçao da 
continuidade, apresenta-se, para o caso de canais de maré !D, modelados via es-
quema de diferenças finitas, perfeitamente viável, do ponto de vista prático. Con-
forme se depreende da análise dos gráficos com os resultados de diversas simulações, 
apresentados no capítulo 5, não há, do ponto de vista de precisão dos resultados, 
diferenças significativas entre os valores obtidos via um modelo acoplado conven-
cional e via o modelo desacoplado proposto. A única ressai va fica por conta. dos 
valores calculados nos contornos, onde o desacoplamento acarreta, por assim dizer, 
uma "carência" de formulações matemáticas específicas. 
Deve ser lembrado também, que à medida em que se consideram intervalos de 
discretização para fins de simulação resultantes em números de Courant progressi-
vamente maiores, o modelo desacoplado apresenta-se numericamente instável bem 
antes que o modelo acoplado convencional - embora isto só ocond para valores já 
bastante elevados do número de Courant. Somando-se a isto, uma pequena modi-
ficação no algoritmo de cálculo do termo de atrito, praticamente sem repercussões 
no caso do modelo acoplado, mostrou-se relevante no desenvolvimento do modelo 
desacoplado, conforme assinalado no capítulo 5 (item 5.2.1). Além disso, enquanto 
que o uso do mecanismo de filtragem tem pouca. ou nenhurna. influência em deter-
minadas simulações com o modelo acoplado, mostra-se necessário para assegurar 
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a convergência dos resultados elo modelo desacoplaclo quando cresce o n Úmero ele 
Courant. Estes e outros aspectos, também assinalados no capítulo 5, embora nào 
apresentem, elo ponto ele vista prático, qualquer reflexo significativo sobre o desem-
penho do modelo desacoplado, revelam, no mínimo, uma maior "sensibilidade" deste 
algoritmo, exigindo portanto cuidados na extensão da técnica proposta a outros ca-
sos de modelação. 
Conforme já ressaltado em ocas1oes anteriores, o modelo desacopla.clo 1 D nao 
apresenta, para fins de simulações ele casos, nenhuma vantagem significativa em 
relação ao modelo convencional. Importa, sim, a equivalência elos resultados, sendo 
seu algoritmo fundamentalmente diferente daquele elo cálculo acoplado, pelo que isso 
pode representar em termos ele economia ele espaço ele memória e tempo ele proces-
samento, no caso ela extensão da técnica a modelação a duas ou três dimensões ( con-
forme discutido no capítulo 4, itens 4.3 e 4.4). Nestes casos, ainda que a modelação 
clesacoplada condicione as simulações a restrições mais severas no espaçamento elas 
malhas, os ganhos podem ser relevantes, com uma sensível climinuiçào elos custos 
computacionais envolvidos. 
O modelo desenvolvido para canais de maré lD mostrou-se, destarte, um exer-
cício prático de pesquisa altamente válido, sendo recomendável. como seqüência. 
a este trabalho, o desenvolvimento de modelos ele circulação multiclimensionais via 
elementos finitos, empregando o mesmo processo analítico-numérico ele substituições 
sucessivas para o desacopla.mento dos cálculos cios diversos parâmetros envolvidos. 
* * * 
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Anexo 1 
Equações Gerais Dos Escoamentos 
Al.1 - Equação da Continuidade 
A equação da continuidade traduz o princípio de conservação da massa, e pode 
ser formulada através do balanço de massa para. uma dado vol urne dP con !role (figura 
Al.l ). 
Tem-se assim, nas direções OX, OY, e OZ de um sistema arbitrado de eixos 
cartezianos, 
massa que entra 
ma.ssa que sai 
[pu +ªtu)&] !sy&b;t + [pv + a~v) &] &6zt1, + [pw + a ~zw) &] &!syb;t = 
= pu!sy&!::,f + pvl':,,.-,;f:,zb;t + pwl':,,.-,;~j!::,f + [ªa(pu) + ªa(pv) + 8(pw)l &tsy&t:,t 
X y 8z 
variação total da massa 
Procedendo-se ao balanço de massa,, 
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z 
(pu)/j,y âz [pu+ 8(pu) Ax] /j,y Az 
8x 
FIGURA Al.1: Variação da Massa Fluida através de um Volume de Controle na 
direção 0){ 
variação total da massa - (massa que entra - massa que sai) = O, ou seja, 
8p &l:ryf:::,zl:lt,+ [8(pu) + 8(pv) + 8(pw)l &!::si;6zl:lf, = O 
at ôx Ôy Ôz 
Ôp ô(pu) ô(pv) 8(pw) -+--+--+--=0 
ôt ôx Ôy ôz 
Esta é a forma geral da equação da continuidade a três dimensões para escoamentos 
fluidos, apresentada no capítulo 2 (item 2.1.1) 
Al.2 - Equações Dinâmicas 
As equações dinâmicas são a expressão matemática do princípio de conservação 
da quantidade de movimento. Podem também ser mais facilmente apresentadas 
como uma expressão da segunda lei de Newton, 
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L Ê'externas = niâ 
Conforme assinalado no capítulo 2 (item 2.1.2) as forças externas podem ser de dois 
tipos: de superfície, atuando diretamente por contato - pressão, atrito - ou de 
campo (induzidas por um campo qualquer) - campo gravitacional, campo de uma 
aceleração centrípeta, ou outros. 
As forças de superfície ou de contato podem ser representadas atuando sobre u111 
volumde de controle, em cada uma de suas faces, para cada direção (figura Al.2). 
Observa-se assim que estas forças são definidas por um tensor de nove compo-
nentes, 
Demonstra-se que na verdade T;1 = Tj;, restando assim seis componentes. co-
nhecidas como componentes ele Lamé (Méhauté, 1976). O somatório da., forças ele 
contato é então dado pela soma elas resultantes em cada direção. 
L Fconta'lo x = 
L Fcontato y = 
L Fcontato z = 
(
ÔO"xx ÔTxy ÔTxz) ,\._,\_ ,\_ -+-+- u,;1..Si,JL>.< 
ôx Ôy Ôz 
(
ÔTxy Ôayy ÔTyz) ,,.!\'""--- + -- + -- w:Z:,_;yLlZ 
ôx Ôy Ôz 
( 
ÔTxz ÔTyz Ôa") -+-+- !::,.1;6yfu 
ôx Ôy Ôz 
No caso das forças de campo, dado um campo de aceleração qualquer, a força 
resultante numa partícula será: 
Fcampo = aceleração x (massa/volume) x volume ela partícula 
llü 
( 
Tzx lJ.x lJ. Y 
o~:a 
FIGURA Al.2:Forças de Conta.to em um o um º -V I e de Controle na. direção OX 
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Assim, pode-se escrever que 
Por fim, a aceleração resultante será: 
ã = (a,, ay, az) 
onde a componente em cada direção corresponde, numa descrição euleriana, à chamada 
derivada total no tempo da velocidade naquela direção. Assim, 
ax = 
du(x, y, z, t) 
dt 
au dx au dy au dz au dt 
Bx dt + By dt + Bz dt + Bt dt 
au au au ª" 
ax = -a + 11-a + v-a + Wa-;-f X y Z 
Esta derivação recebe também a denominação de derivada material ou substantiva, 
sendo comumente representada como D/ Dt. As componentes ay e a, são análogas, 









Voltando-se à expressão L F = mil obtém-se então: 
'-""' F , Du 
L contato x + .F campo x = fJ Dt ~?; Ô7J ili 
Dv L F,ontato y + F,ampo y = P Di fu L'slJ f:;z 









ac + - -- + -- + --1 ( Ôcr xx OTxy OTu) 
x p ôx ôy ôz 
. 1 (ÔTxy Ôcryy ÔTy,) 
aey + - -;:;-- + ----:.;- + -;:;--
p ux uy uz 
1 (ºT"' ÔTy, Ôcr,,) ac, + - -;:;-- + -;:;-- + ----:.,-
p ux uy uz 
que constituem as equações da conservação da quantidade de movimento em sua 
forma mais geral, conforme apresentado no capítulo 2 (itern 2.:!.2). 
* * * 
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Anexo 2 
Modelação de Turbulência 
Conforme assinalado no capítulo 2 (item 2.2.1) as correla.çóes de escala introduzi-
das nas equações gerais dos escoamentos pelo porcesso de promediaçào no tempo 
representam as trocas turbulentas: processos físicos que nào possuem representação 
matemática, exigindo portanto modelação. Observa-se que a modelação de tur-
bulência é um campo aberto a pesquisas, e diversos trabalhos recentes discutem as 
técnicas convencionais mais comumente empregadas até hoje, e propÓelll revisóes 
dos modelos adotados, ou mesmo novas técnicas, em alguns casos com excelentes 
resultados comprova.dos. O presente trabalho nào tem a pretensão de discutir o 
assunto em profundidade, visando a.penas apresentar, ele forma suscinta. lll11 pouco 
elo estado ela arte neste campo. A exposiçâo a seguir baseia-se em Rodi ( 1984 ). 
Os modelos mais utilizados sào de dois tipos, a saber: utilizando o conceito de 
viscosidade turbulenta (aproximação de Boussinesq), e rnoclelos de fecharne11Lo Je 
segunda ordem. Os primeiros baseiam-se no princípio ele que o estado ele turbulência 
é caracterizado por uma escala ele velocidades, e esta é relacionada com as tensões 
viscosas. Já os modelos ele fechamento de segunda ordem consideram por principio 
que, ainda que se caracterize adequadamente o transporte de escala ele velocidades, 
o transporte de turbulência é mal avaliado. Partem assim para o esta.belecirnent.o cl,, 
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equações diferenciais de transporte para as tensões turbulentas. Embora. contiti1clu, 
deste modo, com equações bem justificadas, acrescentam ao problema muitos termos 
por modelar, e de maior complexidade ma.temática., sendo por estes rnot irns 1.iourn 
utiliza.dos na prática. até hoje. 
Boussinesq, em 1877, propõs uma expressão para as tensões turbulc11Las análoga. 
a das tensões viscosas, advindo da.í o conceito de viscosidade turbulenta. Há mode-
los de turbulência simples que admitem uma viscosidade turbulenta constante; sua 
aplicação é em geral restrita. a prolema.s em que os efeitos elo transporte de tur-
bulência nas equações dinâmicas não são significativamente importantes. Um pouco 
mais genéricos são os modelos que relacionam a viscosicla.cle turbulema direta111e11te 
com o campo de velocidades médias, sendo o primeiro e mais conhecido o modelo 
de Prandtl, de 1925. Os modelos mais generalizáveis dentre os que se ba.,eia.m em 
Boussinesq, são aqueles utilizando equações de energia; especificameute, us chama.-





onde C,, é uma constante empírica, k a energia cinética e E um termo dissipa.tivo. 
São então escritas equações diferencia.is de transporte para k e e O '·preço'" do 
fechamento assim obtido é o ajuste necessário de um certo nÍlmero de constantes 
empíricas destas equações. 
* * * 
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Anexo 3 
Equações Governantes 2DH 
O presente anexo apresenta a integração vertical das equações governantes ( da 
continuidade e da conservação da quantidade de movimento) para modelação de 
corpos d'água rasos. 
No capítulo 2 (item 2.3), foram assinaladas as condições ele contorno necessária~ 
ã integração. Lembrando ainda que 
H(x, y, t) = h(x, y) + 17(x, y, t) 
e assim, 
(u) 1 f''(v.) v (x,y,l)=H}_h v (.r,y,~,l)dl 
pode-se então proceder à integração ele cada uma elas equações governantes, empregm,do-
se a regra de Lienitz para os termos diferenciais. 
Tomando-se a equação da continuidade (capítulo 2, item 2.1.l, equação 2.2) 
e efetuando-se a integração vertical advém: 
a j" a,1 fJ(-h) a 1.,, -8 wlz - v. 1,=" -8 + v. 1,=-" a + -8 vdz-x -h X X ?J -h 
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01) ô (-h) 
U lz=" Ôy + U lz=-h Ôy + W I,=,, -w l,=-h= Ü 
Aplicando as condições de contorno e fazendo as integra.çõcs necessárias ,l,,·gc1-s<' a: 
017 ºH· ºH· O -+- u+- v= 
ôt ôx ôy 
que é a forma final ela equação da. continuicla.cle 2DH, conforme a.presenta.da. no 
capítulo 2 (item 2.3.1). 
A equação dinâmica. na. direção OX (ver capítulo 2, item :2.1.4) pode ser escrita 
na. forma.: 
-=><v+- ~-+~+~ Du n 1 (OCJxx OTxy OTx,) 
Dt p ôx ôy ôz 






Para. lidar com os valores ele tensões especificados na superfície livre (SL) e 110 
fundo (FDO), a.plicam-se as condições de contorno dinâmicas: as tensões no fluido 




l 'v · s 1 
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sendo 
E no fundo: 
onde 
sendo 
9 . ç = (- OTJ _ ºTJ _ 017) ~ :o',)''" ux uy uz 
..... 1 I I 
n' = (n::i_:, ny, nz) = 
-. _ (ºh ah ah) 
v' B- "''" '" ux uy uz 
Lembrando ainda, do item 2.1.2, que 
e sendo as derivadas parciais de p em x e y conhecidas em função da substituição 
da equação dinâmica na direção OZ pela aproximação hidrostática (1-er ca.pítulo 2, 
item 2.2.2), pode-se reescrever a equação integrada como: 
D' 
H ____!::_ = H íl v Dt + 18 ( º) --j 17 -p + 2µ__:!:_ dz + rho ox -h ox 
1 8 j [ (ºu ov)] -- 17 11 - + - dz 
rho oy -h oy ih 
1 8 j [ (º" aw)] -- 1) fl -. + - dz 
rho oz -h oz ox 
1(.,- s-) 
- T lv'·SI-T lv'·BI rho x x 
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Efetuando as integrações restantes, e adot.anto-se a a.proximaçào ele B011ssin0sq JMl'il 
as tensões turbulentas (capítulo 2, item 2.2.1, e anexo 2). chega-se a: 
H~~ = -Hg;: +nv+~{:x [HJ(,, (2:~)] + :y [HJ{,y (:: + ::)]} 
+ ~ (r;' 1 v · s 1-rxB I v · B 1) 
p 
Analogamente, na direção OY tem-se: 
HDv 
Dt 
ºTJ , 1 { a [ .. , ( àv àú)] a [ (· àv)] } -Hg 0y -Ou+ P àx Hl1yx àx + ày + ày HJ("" 20y 
+ ~ (r: 1 v · S 1 -ryB I v · B 1) 
p 
Estas equações constituem-se assim na expressão das equações dinâmicas a du<Ls 
dimensões, via integração na profundiade (2DH), conforme apresentadas no capítulo 
2, item 2.3.1. 
* * * 
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Anexo 4 
As Equações de Saint-Venant 
As equações de Navier-Stokes unidimensionais podem ser obtidas através de 
integrações sucessivas das equações a três dimensões, do mesmo modo que é feito 
no caso das equaçoes a duas dimensões - conforme demonstrado anteriormente, 
no anexo 3. Sendo largamente empregadas em Engenharia Hidráulica, nos estudos 
referentes a escoamentos em rios e canais, são também conhecidas como as equações 
de Saint-Venant, ou equações do escoamento graduaJment.e variado não pPrrnanent.e 
em canais. Sua dedução, alternativamente, pode ser feita, de modo análogo à dedução 
das equações de Navier-Stokes - ver anexo 1 - tomando-se uma trecho infinitesimal 
de um canal, conforme apresentado na figura A4. L identificando-se os seguintes 
termos: 
• Q - vazão afluente ao trecho; 
• A - área molhada da seção transversal; 
• B - largura superficial; 
• 1/ - cota da superfície livre; 
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FIGURA A4.l: Escoamento em Canais (i) 
• qL - vazão lateral; 
• So - declividade média do fundo. 
A vazão efluente é expressa, conforme mostrado na. figura. A4. I, pm uma ex-
pansão em série de Taylor, tomando-se apenas os dois prillleirus Lerrnus. Pelu 
princípio da conservação da. massa. pode-se escrever a seguinte igualdade: 
8Q 8A 
-p-ó:r = p-fu + pqLfu 
8x 8t 
Simplificando, obtém-se a expressão final da equação da continuidade lD, conforme 
apresentada no capítulo 2, item 2.4.1: 
8A 8Q -+- +qL = Ü 
8t 8x 
A equação dinâmica, ou da conservação da quantidade de movimento 1 D é obtida 
do mesmo modo que na dedução das equações de Na.vier-Stokes (item 2.1.2). pela 
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p Jt !1 .. p + ôP 
âx To 
So --. - . 
• ,' ,' ,' •' ,• ,, ,• ,• ,' ,' •' •' •' ,• •• ,• •' •' •' ,• •' •' •' •' •' •' •' ,•. •' •' ,• •' ,• ,, •' •' ,• •' •' •' ,' •' ,' ,' ,• ,, ,' •' •' •' •' •'.t'' 
X 
FIGURA A4.2: Escoamento em Canais (ii) 
segunda lei de Newton, I: Fextemas = mã. As forças externas de con t.a.to sã.o o 
atrito e a pressà.o, e considera-se como força de campo apenas o peso próprio (hgurn. 
A4.2). Assumindo-se distribuição hidrostática de pressões, e sendo as variações das 
propriedades do escoamento no trecho dadas pela. expansão em série de Taylor ( dois 
primeiros termos), pode-se entà.o escrever 
sendo 
pA6.-r Du = -yA&:50 - í' ~'l 6.-rA - ToPM6.T Dt ux 
D1, ôu ôu 
-=-+u-
Dt ôt ôo: 
Fazendo a substituiçà.o e dividindo-se ambos os lados por pA6.T. tem-se: 
Ôu ÔU Ô7) , TO - + u- = -g- + gSo - -m & & µR 
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onde R = A/ P (raio hidráulico). Para cana.is com escoamenlo perrn,tll<'11i.e e ulli-
forme demonstra-se que 
sendo S1 a. declividade da linha energética.. Pode-se então reescrever a equação do 
movimento como: 
àu àu Ô17 . . 
-+u-=-g-. +g(So-S1) 
àt àx dx 
que é a expressão final da equação dinâmica lD, conforme a.presenta.do no capítulo 
2, item 2.4.1. 
* ""' * 
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